
Copyright M.H. Abolbashari, 1398 12/4/2025 

1 

MECHANICS OF  

MATERIALS 

Third Edition 

Ferdinand P. Beer 

E. Russell  Johnston, Jr. 

John T. DeWolf 

 

Lecture Notes: 

J. Walt Oler 

Texas Tech University 

CHAPTER 

© 2002 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved. 

2 ������� �	
��� 
����: 

����� �����	� ��� ��� ���� 

© M.H. Abolbashari, Ferdowsi University of Mashhad 

© 2002 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved.  

MECHANICS OF MATERIALS 
T

h
ird

 
E

d
itio

n
 

Beer  •  Johnston  •  DeWolf 

������� ��	
��� 

•���� ���� �� �� �����	� ����  � 
��� 
!
"� #$% �� &' (����� �) ���*�� �� 

������� �) ��  +(�' �� �,� ������� �	
���  
(���- ��. 

 

•�� ���� ��  �(
� �	$� ��� ��- &' ��  �(
� 
/�0 ���) ��1�  2 �
� ��3	) +(1�) �� �,�  

������� �	
��� ���. 

2 - 2 of 15 

4	,�� � ���' �- :��35"��)� �	�6(!��  



Copyright M.H. Abolbashari, 1398 12/4/2025 

2 

© 2002 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved.  

MECHANICS OF MATERIALS 

T
h

ird
 

E
d

itio
n

 

Beer  •  Johnston  •  DeWolf 

������� �	
��� 
���� 
6 �  ���  �$��� 
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��� ������� 70 �
� 2 �
� )4%� �� ���� � ���( 
&��:!� (��5�
�. ��� 70 �
� /�0 �"� �;�� (���	�. 

 
.٢70 �
� ��	!$� �) �  �,� ��;�- ��(�� �		<� 
$1 �) ��  (��' ��. 

��
� �  ��� �%�!=� �� ���� 7���> �$�?	; @�=�� (�� �� �� �A��% � 
��?B� �A�� �) 4� ?	� �(	C +(��� �) 4� +(�:	D) �) 4� E�5�� (��1 � ...  

�� ���� (�1�). 
      ��� 70 �
� 
F��� �� G��� H"�I� (���� �  �(�� �) J��C �%�=��� 

�K� (��1 �!�. 
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 �	
��� ������� �,� �� ��� 4��	�(Statically indeterminate systems) 

�  �O
) �� ���� �� �$!� ��� �$� �� �  �"�6 ��� P�Q�� (�Q	) �� ���� �� �	
���  ��� ��. 
.١�O
) �� #$% �� 
!
"� � �� ��- �	$� ���) �  �"�6 2 �
� & �) (�� �;�>� � E)��� 2 �
�  

���) �) ��  & ��' #$% �� 
!
"� �;�� (���	�. � �) �� &' �	
��� �$	����� �B���  
(���-. (���� 
$1 R"�. 

.٢ �) � �Q��� �� E)��� 2 �
� ������� �) ���*�� &��� �!� /�!� �����	� ����  �� �) ��   
 ��' � �) �� &' �	
��� �$	����� ����  (���- �� (���� 
$1 @. 

P 

R1 

R2 

R"� :�B��� �$	����� ��	
��� ���!� 

P 

@ :����  �$	����� ��	
��� ���!�  

P 
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 ���!% S�� �  &�$��		<� � ��	� �� � �� 
���� 
6 ���) 

1- 
	��� �) U��� S�� ��	�:  
VW6 � #D� &(�� �-�) 
!
"� #$% �;�>� �) ��$1 �� X�1 ���-��� �  ����� � ��'�)  
 �1. 
��� S�� �� S�� V�K
�� ���WC ?	� Y(���� �� ����: 

 

 

 

 

 
��� S�� ���) ��� 4��	� �K� � ��  �(
� ��) +����� �� Z�� HK� [KF� +�� ��	� G��� 

H"�I� � 7��\� �����6 �	��!% ��1�  � 
)�]  �)��� ���. 
S�� ��	� �  
!%  ���  �)���  ��(� ���� @�L��� ^	��!��	� ��� ��- �	$� �;�>� ���) 


���� _�?) 
$3� ���. 

L

L
f

A

P
P

E
δ = = Fx f

F

k
≡ = =

��; �K)�� 

 ��Q�(stiffness) 
 ���WC V�K
��(flexibility) 
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�) �����) 2�*=� ��?a��B 4	�� �� �� �) ����  

�����	�  ��� �) +���� (��) �		<� ��� 
$1 ���-���  
 �B�) (����	). 

•�		<� 
$1 �  �\� �����) �
]�� � ��� 
!
"� #$%  
�;�>� ���-�(B �) ��  � ��' (��1 �� � #D� �)  

4� [!B �� /�b � (superposed) (��1 ��. ��
�  
(��'�) M�� �� M��� �  ^� 4��	� �� ��� �	\c�  

(�d +����	� �)��) �) Z�!=� ��5B 7��\� �� &'  
��]� ���-�(B �\� (��� �� ���. ��� e�; �*�� ��]�  

H	�A ��� ��: �� �\� �) ��f �K� �) ����	� ��  
&' �� g%�) �(1 X�)��  �1 )&���] h��(. 

��	� S�� �) 
	��� 

0=+= RL δδδ

  ��- �	$� ^� �]�� VW6
 �1 �	
� 4��	�� ��. 

&(�� �-�) ���	� 
!
"� #$%  
)��- �	$�( � VW6 ��	� 
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 2�i�2.04 )��	� S�� �) 
	���( 
��� 
!
"� #$% A � B �  ��	� � 0�; ��� ��� ���W-��) 

����� &�3� � �  �(1 �� �) ��  (���'. e�; (	�� �  �� 
�  ��- �	$� 
5] �� 2�!%� ��) ���a:	� �� ��A�;  �B� 

��1�(� ���. 


6: 

• 
!
"� #$% �  B �� �;�>� �  �,� 4��	- �� � ��	� �� �� 
��- �	$� �(B 4	�� �� � �		<� &�$� B �� �  �\� ��) � ��� �)  

��  4���' ��. 

• �		<� &�$� �  B �� �  �\� 
!
"� #$% �;�>� �  B 
�5���� 4	�� ��. 

• �		<� �� &�$� �  �\� ����) � ��� 
!
"� #$% �;�>� (��) 
��-��� Y(�1�) ��
� (��) Z�!=� �� &' �QA  �1. 

• #$% 
!
"� A �) �B�� �) �����) 2�!%� �(1 � 
��!
"� #$% �� �  B �) ��  4� ��' �5����  �1 ��. 
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•�)  ��' ���� (	] +�;�>� �		<� &�$� �KF� B �  �\� �����) 2�!%� �(1 �� �) ��  4���' ��.  
3 3

1 2 3 40, 600 10 N, 900 10 NP P P P= = = × = ×

•�		<� &�$� �  �KF� B �� �  �\� (	] �;�>� �) ��  4���' ��. 

6 2 6 2

1 2400 10 m , 250 10 mA A
− −= × = ×

 2�i�2.04 )��	� S�� �) 
	���( 
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L

1.125 10i i

i i i

P L

A E E
δ

×
= =∑

1 2 3 4 0.150 mL L L L= = = =

1 2 BP P R= = −

1 2 0.300 mL L= =

( ) ( )3

6

1.95 100.3 1 1

10 400 250

BB
RR

E E
−

× = − + = − ×  

1 1 2 2

1 1 2 2

i i
R

i i i

P L PL P L
δ

A E A E A E
= = +∑
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•(�1�) ��-��� (��) �;�>� ��� 
!
"� #$% �\� �  � ���W-��) �\� �  &�$� �		<�. 

0L Rδ δ δ= + =

• �  
!
"� #$%A  �  
!
"� #$% � ���W-��) �\� � B  ��  �) ��
4���' ��. 

0 300 kN 600 kN 577 kNy AF R= = − − +∑

kN577

kN323

=

=

B

A

R

R

 2�i�2.04 )��	� S�� �) 
	���( 
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 ���!% S�� �  &�$��		<� � ��	� �� � �� 
���� 
6 ���))��� �( 
2- 
	��� �) U��� S�� �		<� &�$�: 

1 1
1

1

A E
k

L
=

1 1 AE
k

Lf L

AE

= = =

 ��Q�(stiffness) 

2 2
2

2

A E
k

L
=

�����	� 
!
"� #$% � �		<� &�$� Δ  ��  
�  B ��]� �  �*B �5i� ���� x 

(�1�) �5i� �  �,� 4��	- ��. 

V(� ��A� �  ��� ��k�� �) ��  
& ��' Δ ���. 

&�d ^� ������C Δ  �B� + ��  ��k�� 
^� �B�  ��	
��� �$	��!�	� � �� ^� 

�B�  � ��'  �� . 

Δ 

P 

R2 

R1 

P 
k1Δ 

k1Δ 

k2Δ 

k2Δ 

R2 

R1 

A 

B 

C 

L1 

L2 

k1 

k2 

y 

x 

���-��� � �� &�$��		<� ��O%� ���=� � �  ����� �   
(����; ���W-��) (��) ���]�) (1�) )��
� �-� �� �KF� �� 
4�B �  ^� �*B �		<� ���$� �) ���(�� Δ ��1�  
+(1�) 2�f ^� V�f �) ���(�� Δ 4� � 2�f V�f  
�a�  �) ���(�� &�!� Δ �;�>�  �1 ��(. 
��� S�� �� S�� ��Q� ?	� Y(���- �� ���� �  &' �� 

��Q� �� ��	� � �Q���  �1 ��. 
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&�$� �		<� S�� U��� �) 
	��� 

1 2

1 2

0
P

k k P
k k

− ∆ − ∆ + = → ∆ =
+

 ��- �   ��' 4�B ���) 2 �
� �" �
�B 
 

 ��- �   ��' 4�B ���) 2 �
� �" �
�A  �C 

 

 
��l% �Q�� R1 � R2 &�3� (�  ��  

�� 
!
"� #$% �) Vl� �*B e�; �(1  
���. 

1 1 2 2,R k R k= − ∆ = − ∆

1 2
1 2

1 2 1 2

,
k k

R P R P
k k k k

= − = −
+ +

Δ 

P 

R2 

R1 

P 
k1Δ 

k1Δ 

k2Δ 

k2Δ 

R2 

R1 

A 

B 

C 

L1 

L2 

k1 

k2 

y 

x 
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� ��' �B�  (�d �) ������ �  &�$� �		<� S��  �)��� 

��� S�� ���� �)����C S�� �  
6 
���� ��) ����� 4%� �� H"�I� �K� �� �K��	b  
���. �  �=��� �*�� 
���� �%�=��� �K� �� �  �,� 4��	- ��. 
S�� �		<� &�$� �� &��� �� ���) 
���� �	
� � �	
��� �) ���  �) � �� ��� �*B �	��!%  
 �� .  

P2 

K1 (Δ1 – Δ2) 

1 

2 

3 

L1 

L2 

k1 

k2 

y 

x 

4 

k3 L3 

Δ1 

Δ2 

Δ3 

Δ4 

P1 

P3 

P4 

K2 (Δ2 – Δ3) 

P2 

P3 

P1 

P4 

K3 (Δ3 – Δ4) 

��- �� ���	� � &�$� �		<� �� ��-  ��' �!	��� 

�� ��- 1 �� 4 (���� �� �  ������  
4`�] �		<� &�$� ��1�  +(1�) ����)��)  

4��	� ����  4 �B�  � ��' ���. 
 

�B��  �1 �� �-� �  ^� ��- �		<�  
&�$� nL3� �(1 (1�) �a�   

&��� �!� �  &' ��- ^� ��	� ?	�  
nL3� �(1 (1�) � #$
"�). ��
�  

�  ^� �KF� �� ��	� �� 4���  � �		<�  
&�$� �� �) ��  4���' �� � �� �		<�  
&�$� �� 4���  � ��	� �� �) ��   

4���' ��. 
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� ��' �B�  (�d �) ������ �  &�$� �		<� S��  �)��� 

&���� �" �
� 2 �
� ��	�             �� ���) �� ��- 4	���� ��: 
 
 
 
 

��� 70 �
� �� o0�!
� �) 
$1 ��� (����� ��: 
 
 
 
 
�� �) 
$1 �������: 

0xF∑ =

1 1 1 2

2 1 1 2 2 2 3

3 2 2 3 3 3 4

4 3 3 4

( ) 0

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

( ) 0

P k

P k k

P k k

P k

− ∆ − ∆ =
 + ∆ − ∆ − ∆ − ∆ =


+ ∆ − ∆ − ∆ − ∆ =
 + ∆ − ∆ =

1 1 1 2 1

1 1 1 2 2 2 3 2

2 2 2 3 3 3 4 3

3 3 3 4 4

( )

( )

k k P

k k k k P

k k k k P

k k P

∆ − ∆ =
− ∆ + + ∆ − ∆ =


− ∆ + + ∆ − ∆ =
 − ∆ + ∆ =

1 1 1 1

1 1 2 2 2 2

2 2 3 3 3 3

3 3 4 4

0 0

0

0

0 0

k k P

k k k k P

k k k k P

k k P

− ∆     
     − + − ∆     =    − + − ∆        − ∆    

&��F�� ��Q� #����� 
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 2�i�2.16  P111 Popov, 1990- 
�  ��	� &�() &�� &�3� � �  �(1 �  
$1 �� �  �  �*��� 4$�� �(1 � �� H"�I� �%�=��� ����� �(1 +��� �)  

� �Q��� �� S�� �		<� +&�$� �		<� &�$� �� ��- � #$% �� 
!
"� �� �) ��  (���'. HK� [KF� �)�\ ���. 

6: �  �=��� EF; Δ2  � Δ3  (��) �5���� (��1 ���� =0 =Δ4 Δ1  

4��	� �  �B�  � ��' �$	��!�	�  �� . 
�) � �Q��� �� /�; ������� 70 �
� 4��� : 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

��
� ��� �=	�� ��� ��� �� ���	� ��0�) )�� �  ��- 2 �\� (�� ��( E��� ��- �	$� ��0�) � ���	� ��- 3 E��� ��- �	$�  
��	��C 
!��  �1 ��. �!�] ���	� ��	� �		<� ��$1  ��(� � (���� ^� 4�B q�A �=)�B  �1 �� ���� =Δ3 Δ2. 

��$�: �  ��� ��k�� �� ^� �B�  ��	
��� �������  �B� + ��  � �Q��� �� S�� ��	� �� � �� ���. S�� �		<� &�$� ���)  

���� �) (�d �B�  � ��' �	A��  �1 ��. 

P 

R2 

R1 

2 

3 

4 

a 

a 

k 

k 

y 

x 

P 

k 

1 
a 1 1 1 1

1 1 2 2 2 2

2 2 3 3 3 3

3 3 4 4

0 0

0

0

0 0

k k P

k k k k P

k k k k P

k k P

− ∆     
     − + − ∆     =    − + − ∆        − ∆    

1

2

3

2

0 0 0

2 0

0 2

0 0 0

Rk k

Pk k k

Pk k k

Rk k

−     
     −− − ∆     = →     −− − ∆        −     

2 3

1 2

P

k

R R P

∆ = ∆ = −

= =
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Beer  •  Johnston  •  DeWolf 

 2�i�2.17  P111 Popov, 1990- 
���) ��	� &�() &�� &�3� � �  �(1 �  
$1 �� �*�� ^� ��- �	$� �  0�) + ��  R"�- �		<� &�$� �� ��- �  

 
!
"� #$% �� �) ��  (���' )���) ��� �"�6 R2=0 ���(. @- �!�] R"� �� �) e�; �$��� �		<� &�$� ��  
 ��' 3P/k �) V�f 0�) (1�) o� (=� /�=�� (	� . 

6: R"�- �  ��� �"�6=0  Δ1  ���. �) � �Q��� �� /�; ������� 70 �
� 4��� : 

 

 

 

 

 
 

 
 

@ - �) �B�� �) nL3� & �) �		<� &�$� �  ��- 4 (Δ4=3P/k)+ 
!
"� #$% 2�*=� R2 �� �  ��- 4 (��)  
2�!%�  �1  �� ��� �		<� &�$� �� g%�)  �1 �� �) ��  4���' ��. 

 
&����� 4	� /�� �� �=��� 

P 

R2=0 

R1 

2 

3 

4 

a 

a 

k 

k 

y 

x 

P 

k 

1 
a 1 1

2 2

3 3

4 4

0 0

2 0

0 2

0 0

Pk k

Pk k k

Pk k k

Pk k

∆−     
     ∆− −      =     ∆− −         ∆−     

2 3 4

1

2 3
,

2

P P

k k

R P

∆ = − ∆ = ∆ = −

=

R1 

0 

0 

2 3, P P P= = −

1

2

3

2

0 0 0

2 0

0 2

0 0 3 /

Rk k

Pk k k

Pk k k

P k Rk k

−     
     −− −      = →     −− −         −    

∆

∆



2 3

1 2

0 ,

0 , 2
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k

R R P

∆ = ∆ =

= =
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