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2.2. Coordinate Transformation 

 تبدیل مختصات

2.4 Translation and Rotation of Coordinates 
(A First course In Continuum Mechanics, 2nd ed. By Y.C. Fung) 

 ���� � ��	
�� 

© M.H. Abolbashari, Ferdowsi University of Mashhad 
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���� �� ��	
 (Two Dimensional Space) 
1( 
����� (Translation) 

�
 �
��� ���
�� ������� ����
� O-xy  � O΄-x΄y΄ �� �
 ��� ����� . �"� 
���
��O΄-x΄y΄ #� O-xy �  $� ���	
� (shift) %��  ���� &  '�
 (��) 

*�+�  &  %) $� ��	
��(translation)  �,�-" .�. �"� /� &0	� �,���P  &  1����  
���
��  (x,y)� (x΄,y΄) '2�� &  �
��� ���
�� &�3�� � ���4 &
+�
 �+�  

� �"� ���� ���
�� ���4O΄  �
  (h,k)�
 �
���O-xy  �+� * (���): 
 
 
 

 
 
 
                                                                              (2.4-1) 
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2( ���� (Rotation) 
�"� ���� ���
�� ' �: ���8  � /�;�-9� ���4 �  ����Ox  � Oy &  (#���� 

&���#  θ�
 '<4 
��
=��
�> &  
-4� (��) *�+�  ��	
�� �;�-9� �� ���� 
�,�-" .�. (���): 

 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                     (2.4-2) 
 
                                                                     (2.4-3)      
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Figure 2.2 Rotation of coordinates. 
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�  (
�?
�� #� 
�8� .�����: �"�  #�                &   /�4           �  #�               &   /�4 
                 (
�?
�� *��,� ����
: 

�+�� '�� &� .6��� &� �  �@
���(2.4-3)  %��  �+ �� %�-� .� &  AB+ ��#  
'+-�. 

(2.4-4) 
&� �
 %) βij /�; %�83� C����� .� �� ��# '��. 

 

(2.4-5) 
 

)�<�: &  .��-�� %��  .������ $� '�8� �
 .����� &4-� 
-+ &� ��
�	� C���� ��� �
 �;  
�0� ' �: ���� .� � C���� E�
 �
 �; %-
� �
 (
��9� F
-� ���	� 
��" .�.(   

.6��� &� �  &3
��� (2.4-2) %��  
-+ .� �� %�-� .� &  AB+ ��# '+-�: 
 

(2.4-6) 
 &3
��� H��� �  &�(2.4-2) *βji  /�; %�83�j � �0� ����i %-
� ����) (βij '��. 

 C����� &� '�� IJ��(βji )  (
�<����(transpose)    C�����βij '�� ..,��: 
 

(2.4-7) 
&
B�: �
 K ��� (2.4-4) � (2.4-6) C���� ��� β �  C���� ���
�� ����> L,;�8; '��. 

1 2,x x
,x y′ ′

,x y
1 2,x x′ ′

, ( 1, 2)i ij jx x iβ′ = =

11 12

21 22

cos sin
( )

sin cos
ij

β β θ θ
β

β β θ θ
   

= =   −  

, ( 1, 2)i ji jx x iβ ′= =

( ) ( )Tji ijβ β=
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&
B�: �
 .M�  #� N4��� C����� ��	
�� �� &  AB+    
 
 
 

O���� .� �,,� &� �  β &0 �� ��# �� 
��
. 
 
 

�
 ��� ��-P �
 K ��� ��	
�� C���� E�
     �  C���� ���
�� ����> )�� ( 
L,;�8; '��. &  %�-,= ��Q� ����
: 

 
 
�� 

11 12

21 22

cos sin
( )

sin cos
ij

a a
a

a a

θ θ
θ θ

−   
= =   

  

( ) ( )Tij ija β=

ija

ααββ sas =

jiji ss β=
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���	� (Orthogonality) 
#� R�S *���
 #� &0	� ��� T�-4 (��
�
 �@
��� .0� %���8;                   * 

C�����          �
 &3
���                   ���  H-B�� C�����         �+� . .,��: 
 

(2.4-8) 
 

#� �U,�� '�P�� .���� C����� ��	
��       &� ���� /�;�-9� ���
�� 
������� ����
� �� O���� �,� .� &  '�
 ��) .� &�: 

(2.4-9) 
C�����                                      &� &3
��� (2.4-9)  �� �J�� �,� C����� ����
�     

(orthogonal)  (����� 
-+ .�. 
  

$� ��	
�� �� ����
� �,�-" .� �"� C����� ��	
�� %) ����
� �+� .   
 

C����� &3
��� (2.4-5) &� $� ���� /�;�-9� ���
�� '�� �� ����
� �,�-" .�.  
/��  $� C����� ����
� ����
: 

 
     &3
��� .������ 

 

( )jiβ( )ijβ

1( ) ( )ji ijβ β −=

1( ) ( )T

ij ijβ β −=

( )ijβ

( ), , 1, 2, ,ij i j nβ = …

1( )( ) ( )( ) ( )T

ij ij ij ij ijβ β β β δ−= =

i ij jx xβ′ =

i ji jx xβ ′=
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���� �,   : 
βik βjk= δij  or  βki βkj= δij                              (2.4-10) 

/�,�� .��,; ��� �@
���: 
��� �@
��� �� V�8�	
�� #� ���� /�;�-9� ���
�� &  AB+ ��# &  '�
 ����) .�. 
$� ��
�  &B� &� #� ���� ���
�� �
 
��
�� �-9�      

'�� � H-,��� /�; /�-
����
 βi1  � βi2  &  1���� 
'2�� &  /�;�-9� x1  �  x2 
��
 �� �
 ���  ����� .   

��� &� �-S %) �7�� '�� �  &3
��� ��# %��  
-+ .�.   
 

                                            (βi1 ) 
2+(βi2) 2=1,       (i=1,2)         (2.4-11) 

��� &� ��
�  �7�� �
 
��
�� �-9�      �  ��
�   �7��  �
 
��
�� 
 �-9�      
-8= '�� &  .S�+ &� j≠i �+�  &  AB+ ��# &
+-� 


-+ .�.  
 

                                             βi1 βj1 + βi2 βj2=0,       (i≠j)                (2.4-12) 
 

 
�@
��� 1����(2.4-11)   � (2.4-12)&3
���(2.4-10)  �;
 .� &U�
� ��  . 

&
B� :&� '�� AB+ ��� &  ���
 (�� $� :����
 .� ijβ  &3
��� #� �; )5-2.4(   ����-� .� � �,
�;
 &3
���(2.4-10) ����) '�
 &  ��	
�� &2��9� �  ��. 

.����� &3
��� 

xi 

xj 
jx′

ix′

1 

1iβ
2iβ

1 
2jβ

1jβ

2x′ 1x′

1 

1iβ
2iβ

1x

2x

x x y yA B A B A B⋅ = +
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ix ′

ix ′

jx ′

�� ����-��	
 
 

IJ�� '�� &� W9  .X2Y �� %�-� .� &  ."
�� &  &� /��  ��8�� 
�
. (
��9� /�; C���� i,j 
 ���-� .� &  1,2,3  ���Z� (
�
 
-+. 
 �
 �
��� ���
�� ������� ����
� '��� '�
(right-handed)  �
 ��� ����� . [�\ 

��,�                 /�;��
�  &B� )&� �
 ������� �,2� �; &
?" 
-+ .�( �
  �
���  ���
�� 
                              �                 /�;��
�  &B� )�,2�( �
 �
��� ���
��                   �,+� . 

����
 *'�� ����
� �
��� &� �U�) #�:                                                                         
   

                                 (2.4-13) 
��
�       �  1�7 /�;��
�  �,2� &  AB+ ��# &
+-� 
-+ .�: 

 

(2.4-14) 
  

T�J �3�B�� ��\�S &0 �� (2.4-14)  �       ���2= '�� #�: 
 

                                                                                                             (2.4-15) 

1 2 3, ,x x x′ ′ ′
1 2 3e ,e ,e
� � �

1 2 3, ,x x x
1 2 3e ,e ,e′ ′ ′
� � �

i j i je e , e eij ijδ δ′ ′⋅ = ⋅ =
� � � �

j je ej jx x x ′ ′= =
� ��

ex (e ) (e e )j j j ji ix ′ ′⋅ = ⋅
�� ��

x1 

x2 
2
x ′

1x ′

x3 
3
x ′

P 

X 

e1 

e2 

e3 
1e ′2e ′

3e ′
O 
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x
�

ie
�

α

β

γ

cos cos cos

cos cos cos

cos cos cos

α β γ
α β γ
α β γ

 
 ′ ′ ′ 
 ′′ ′′ ′′ 

 H-,��� C������; /�-
����
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����
: 
 

���� �, :   
 (2.4-16) 

%-,�� ���2= A��
 �
���> �� O���� ��,� .�:   
              (2.4-17) 

(���) 
                                                                                                                 (2.4-18) 

%-,�� ��\�S &0 �� (2.4-14) �� �
      T�J �3�B�� ��,� .�: 
 
 

��� ����
:                         �                           ���� �, : 
 

        (2.4-19) 
 

�@
���  )18-4.2( � )19-4.2( '3�7 .X� �@
��� )4-4.2( � )6-4.2( /��  &� ��� /�� . 
&3
���  (2.4-17)  .,��  .��,;  1���J  βij  ��  %�6�  �;
 .�.    
&B,��  �@
���                     �                  /��  '3�7i,j=1,2,3  ���Y�  '�� �+�� ]'�� ���# 

(2.4-18) �(2.4-19)  ��	
�� H-B�� ������B�. (���) �@
���                   �   βik βjk= δij&  '�
 
�,�) .�.  

, ( 1, 2, 3)i ij jx x iβ′ = =

( )j i ije e δ′ ′⋅ =
� �

( )j i ije e β′⋅ ≡
� �

( ) ( )j j j ji ie ex e x e′′ ′′⋅ = ⋅
� �� �

, ( 1, 2, 3)i ji jx x iβ ′= =

ie ′

( )j j i j ij ix e e x xδ⋅ = =
� �

( )i j i jx e e x′ ′= ⋅
� �

( )j i jie e β′ ⋅ ≡
� �

9/13 

( ) ( )T
ji ij

β β=1( ) ( )
ji ij

β β −=
1( ) ( )T

ij ij
β β −=

���,� � /��)
�" :/�623�- � ���7�89� 

%-,�� [�\ ��,� 
��=�x1,x2,x3  &� ����6� ���
�� &0	�P  �
 AB+2.3  *�,
�; /�; &?3^�  
��
�  .=��+     ��� �,
�;. &4-� &  ��� *'	�	7 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ��	
�� %-��Y /�; &?3^� ��
�  $� �
 ����
� ������� ���
���;
 .� ��. 
 

         

(2.4-20) 
 

&� �
 %)      ����6� H-,��� &���# ��  /�;�-9�       �        '��.        ijβiOx ′jOx

,i ij j i ji jA A A Aβ β′ ′= =

Figure 2.3 Radius vector and coordinates. 
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��2:�             : 
�U7 $� /#�-
� _-0�3� &� `aJ� %) &� ��
�            �,+� * T�J &��" &�                 � ��  
.?,� %) '��. '�a= %) &
�  &  1����             ]'�� &� �"� &  1���� �
6�> &
?" (�+ �  

$� �
��� '��� '�
 b�> ��� .
+-" �� A�B6� �,;
  '2Q� � �
 ��c ��� ��-P .?,� 
'��. �"� �
��� '��� '�
 *�+�  �U7 � ��  �  %�,����
 /�; &?3^� '��; %). 

 
 

                                                                                                                (2.4-21) 
 
 

�"� [�\ ��,�                  �                  '��� '�
 �,
�;. (���) IJ�� '�� &� 
%�,����
     ����6� �U7 $� 1�B� &  `aJ� �7�� '�� &� �U7 %) 1 '��.  )�; �0�  
/�; &?3^� $� ��
�  &  �-S $� '�� � �;�0� �; R��� �
 ��
�  &B� 
-8= �  ��� �;.(  

                                                      (βi1 ) 
2+(βi2) 2+(βi3)

2=1, i=1,2,3   (2.4-11) 
                                               (βi1 βj1 ) 

2+(βi2 βj2) 2+(βi3βj3)
2=0, i≠j   (2.4-12) 

 
             (2.4-22) 
 

u (v×w )⋅
� � �

1 2 3, ,x x x′ ′ ′

ijβ
1 2 3, ,x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

Volum e .(u ) .(w ) .(v )

u u u

w v v u u w v v v

w w w

= × = × = × =
� � � � � � � � �

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1ij

β β β
β β β β

β β β
= =

11/13 

u,v,w
� � �

u,v,w
� � �

1ijβ =

���,� � /��)
�" :/�623�- � ���7�89�  

��	
�� �-2Y A �Y (Admissible Transformations): 
/�;��Z
� A	
�� x1,x2,x3 �� .� %�-� ���
�� $� &0	� �
 $� �
��� 
���
�� �
 ��� '\�". $� ��	
�� #� x1,x2,x3 &  $� ���
�� ���4           �  

&3
��� ��# ��-P 
��e> .�: 
 (1) 

&� $� ��	
�� ���
�� �� O���� �,� .�. 
��	
�� H-B�� &  AB+ ��# '��. 

 

(2) 
 

321 ,, xxx

/��  %�,�8S� #� &B,�� ��,� .3�	
�� �
 $� &�7�� R #� /�;��Z
� (x1,x2,x3) 

'6"�  ��e>  (reversible)� $� &  $� (one-to-one correspondence)  
*�+�  .,�� &  ��� �-�,� &� �; &=-8U�(x1,x2,x3)  $� &=-8U� ��9,� &   


�\             �� /��  &=-8U�(x1,x2,x3)  �
 /�M\ R  �;� � *CB=�  .\�� 
'�� K���+ ��# ���Y�  �+� : 

1 2 3( , , )x x x

1 2 3( , , ), 1, 2,3i ix f x x x i= =

1 2 3( , , ), 1, 2,3i ix g x x x i= =

12/13 
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(a)N �-� fi  �
 /�M\ R $� (���	� � &
�-�> (
-  � f
6� ��� &
�-�> &
+�
  
�,+�  � 

(b)�� -��g )&� $� %�,����
 &  AB+                 '��( �
 b�; /� &0	� �
  
&�7�� R �?P ]�+�2� .,��: 

 
 

(3)   
 
 
��	
�� ���
�� �  h�-� (a) � (b) �� ��	
�� �-2Y A �Y .� �,���. 

�"�          * (���) $� &=-8U� '��� '�
 #� ���
�� &  $� ���
�� '���  
'�
 ��	
�� � �� .� � ��	
�� �� (�� (proper) �,�-" .�. 

�"�            * (���) $� &=-8U� '��� '�
 #� ���
�� &  $� ���
�� i�  
'�
 ��	
�� � �� .� � ��	
�� �� ���(� (improper) �,�-" .�. 

�
 ��� T�
� [�\ ��,� .� &8; �; ��	
�� A �Y �-2Y � (�� (admissible and 
proper)  �,
�;.   

i jJ x x= ∂ ∂

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 2 3

0 ini

j

x x x

x x x

x x x x
J R

x x x x

x x x

x x x

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
= = ≠
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂
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0 inJ R>

0 inJ R<
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�" :/�623�- � ���7�89� 


