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���� 
���� 0�� �� 8���9 �� 
� �": �;��  ��� <7��� 
=> +,� 
?�,  
5��� �� @���� 7���.   

�A� '� ��"� ���B,> 
�� +(� 5C� ���D 

<7��- E":  ! 
5��F2� ���9 G��� �� �  

�� �A� '� 
��"B,� ��  
+(� ����� ��"(� 

���C2 ���D <7��-  
8��"� -"� ��.   

�A� '� 
%�� �� +(�  �H�  
�CHI ���D <7��- 7I -"� ��.   

�A� 
� ��"(� ���BCA 
-��� <7��� �J�9 ��.   

5�� �CC� ���� 5��� �CC� � 5�� ���� ���� 
5��� ���� -"� ��. 

�������� K�"�� 
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3-��� E�OB�� ��  �"� �� 
� ��� ��= +�"�:  
 

(1) 
 


� '� P"��� 
��.� 
� ��� ��= -��-. 
 

(2) 

4.1 –   ��� 	����(Deformation) 

Q�2 -"� �� ����� +��R� 
7�� 
B,"�9 +,�. 0��JH� 
Q�2 -"� �� E�OB�� )+��.�( 

UO�P  
� Q '� 
� '� +,�.  

1 2 3
ˆ ( , , )i ix x a a a=

1 2 3
ˆ ( , , )i ia a x x x=
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7�� ��� ����� 

7�L�� � ���!-�A :��CN3�"�� 0��4�H(�  

'�  �H3� VI '/"� 
� 
UO�P(a1,a2,a3)  �� 
� 
UO� 
���H�  
P'(a1+da1,a2+da2,a3+da3)  �1B� ��� �� �- �L� ����.�.   

��W?� E": dso  �H3� VIPP'  �- +��R� 
�3�� =� 
U��� ��= 
� +,- ��! ��.   
 

(3) 
 

�- �?���aij  �- 
UO� P ����=�� -"� �� � �"���� '��B� �,��%D� 7B��, ��1BX�ai  +,�. 
�BD� P �P'  
� )���� 
� 6�O�Q(x1,x2,x3)  � Q'(x1+dx1,x2+dx2,x3+dx3) E�OB�� 

����� ��< ��W?� E": ds  �H3� ����QQ'  ���N� +,� =�: 
 

(4) 
 


�gij  �"���� '��B� �,��%D� 7B��, ��1BX� xi +,�. 
�� 8-�;B,� =� �>-��� (1)                               � (2)                                �"� �� 

+�"�: 
(5) 
 
(6) 

 

���;� 0�� ����W?� E": ��  �H3� �� Y9 =� 0���/ ����� �- ��� Y���� ���-  �"� �� 
� ���  
��.�- F�� +�"�.  

2 i j

ijds g dx dx=

( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 3

0

i j

ijds da da da a da da= + + =

  �"���� ����� � ��B�� ������;�-
��"� �� �OB�� +������B��. 

2

0

ji j l mi
ij ij

l m

aa
ds a da da a dx dx

x x

∂∂
= =

∂ ∂
2 ji j l mi

ij ij

l m

xx
ds g dx dx g da da

a a

∂∂
= =

∂ ∂
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(7) 
 

�� 

(8) 
 

����"���� 5��� �� 
� ��� 
��= @���� 7��� ��:   

 
 

(9) 

 
(10) 
 

 
 

0�������: 
(11) 
 

(12) 

2 2

0 ( ) i j

ij

i j

aa
ds ds g a dx dx

x x

βα
αβ

∂∂
− = −

∂ ∂

2 2

0 ( ) i j

ij

i j

xx
ds ds g a da da

a a

βα
αβ

∂∂
− = −

∂ ∂

1
( )

2
ij ij

i j

xx
E g a

a a

βα
αβ

∂∂
= −

∂ ∂

1
( )

2
ij ij

i j

aa
e g a

x x

βα
αβ

∂∂
= −

∂ ∂

2 2

0 2 i j

ijds ds E da da− =
2 2

0 2 i j

ijds ds e dx dx− =

 V,"�Green   � St. Venant  
�� �2���. 

Green’s 
strain tensor 

Almansi’s 
strain tensor 

���� ��� 5��� '/"� V,"�    
Cauchy  � V,"� Almansi  � 
Hamel ���� ��� 5��� -��(� 

�2��� ��.   

5/29 7�L�� � ���!-�A :��CN3�"�� 0��4�H(�  

�� 8-�;B,� =� ��4ZU&� '�����-�����: 
Eij: �"���� 5��� 0��A(Green)  �� �"���� 5��� �- ��1BX� �[���A>   
eij: �"���� 5��� ����H3! (Almansi) �� �"���� 5��� �- ��1BX� ��3��    

��� �A[��Eij   � eij 
.١�"����  -"� 

��N��: =� 
3-���(11)  ]� �� [(12) � �� 8-�;B,� =� 8���D <+��"� 7���-: 
 
(11) 
 
 
 
 

.٢ -"�  ��OB� : ����"���� @���� 
� 
�"� ��Eij  � eij  ��  ! 
� +2�A 
?�B�  �"� �������OB�.   

 
(13)                                       Eij=Eji              ,       eij=eji 

 

?�B� 7\� �>-��� (11) � (12) �&� �,�,� ��= +,�:   
6�� 
=> � �2�� ���� 0�� 
� ����� ��� '� <7�� +��4 7�� )%& ���� ) E�OB�� � 5I�/  ��� 
����� 
%&�2 0�� ���]( 0�� +,� 
� ��� 
;3^� �"���� 5���Eij  �� eij �- 
�H� 6�O� 7�� �;& ����. 

�

2 2

0

Contravariant
Scalar vector?

is a covariant
2 :

vector like K
i i

ij ij

j

jE dads ds ada E d− = →
 
 
 � �� ���� �

� �
�

Contravariant
? vectoCovariant

vector
r

is covariant 
:

tensor of rank 2
j i

i

j jiE aK Ed
 

= →  
 
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1 1 1
( ) ( ) ( )

2 2 2

ij ji

jiij

g g

ji ji ji ij ija a

j i j i j i

x x xx x x
E g a g a g a E

a a a a a a

β β βα α α
αβ βα αβ

=

=

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
= − = − → = − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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II. ��1BX� �- +3�4 ����� ��� 
B2�� ��  ��/ _��"�� 7��- 
� ��1BX� x1,x2,x3 '� 8�] =�  
�L� �-�� ����O� ����� �� a1,a2,a3  �- 7B��, ��1BX� 
�3�� 
B��- ����. �- 0�� +3�4  

                                                                                   � 
3-��� (9)                                     �   
 

(10)                                     
� ��� ��= �- ���! ��. 
   

(15)  

����  ��� +��D"� �� 8�] =� 7B��, ��1BX� VX3� ��(�� 8-�;B,� 7��� ��: 
.١ a1,a2,a3���� +��D"� 
�3�� 
.٢x1,x2,x3 ���� +��D"� ����� ��� 
B2�� 

�- 7B��, ��1BX� `�I +,� 
� -����� �-��= -��-: 
 

.I���� �� �- +3�4 +��R� 
�3�� � ����� ��� 
B2�� 
         =� ��1BX� 0�F���� ����B� ������ 8-�;B,� -"�. 
         �- 0�� <��"& ����"���� '��B� �,��%D� ����� 
         ��� 8-�,.   

(14)                                                gij=aij=δij 

1
( )

2
ij ij ij ij
E e g a= = −

, ,i i i i i ix a x a a xα α α αδ δ= ∂ ∂ = ∂ ∂ =
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1
( )

2
ij ij

i j

xx
E g a

a a

βα
αβ

∂∂
= −

∂ ∂
1

( )
2

ij ij

i j

aa
e g a

x x

βα
αβ

∂∂
= −

∂ ∂

7�L�� � ���!-�A :��CN3�"�� 0��4�H(�  

(15) 
 

0������� �BD� ��1BX� =� +3�4 
�3�� 
� +3�4 ����� ��� 
B2�� _��"�� ���9 
<��� �� 
�%� ���Z:� a��� 
� 5��� �- ����� �"���� '��B� 8���?�A 8�� +,�. 

 
0�� +3�4 `�I 
� ��>- �;%BX� 0���  �,! b�XB�� ���� 
�3�U� ����� ��� ��� 

c�F� +,�. 
��1BX� �A� 
� 0�� ��� b�XB�� -"� 
�  ! ��1BX� +B�"��� (convected)  

�� ���](intrinsic)  ���"A ��.   
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1
( )

2
ij ij ij ij
E e g a= = −

7�L�� � ���!-�A :��CN3�"�� 0��4�H(�  
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4.2 –  ������ ������
 ������ �� ��	
 ������ 

�A� ���� �� �- +3�4 
�3�� � ����� ��� 
B2�� <7�� 7B��, ��1BX� 0�F���� ����B�  
)7�OB�� VX3� � ����B�( ������ b�XB�� <-"� 8�.�!: 

 
(1) 

Fig. 4.2:1.  ��� 	���� �!�	" 

 �F2� �� <0�� �A� ��-�� �����  ���    �� ��  
��� 
;3^�   

(2) 
@���� <7��� 8�.�!: 

u
�

1 for

0 for
ij ij ij

i j
g a

i j
δ

=
= = = 

≠

, 1, 2,3i i iu x a i= − =
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,i i

i i i i

x u a u

a a x x

α α α α
α αδ δ

∂ ∂ ∂ ∂
= + = −

∂ ∂ ∂ ∂

7�L�� � ���!-�A :��CN3�"�� 0��4�H(�  

��"� �� ���N� ��= 8-�, ��� 
� 5��� ����"����  . 
 
 
(3) 
 
 
 

� 
 
(4) 

e 

1 1

2 2

1

2

ij ij i j ij

i j i j

j i

i j i j

x ux u
E

a a a a

u u u u

a a a a

β βα α
αβ αβ α β

α α

δ δ δ δ δ δ
    ∂ ∂ ∂ ∂

= − = + + −       ∂ ∂ ∂ ∂        

 ∂ ∂ ∂ ∂
= + + 

∂ ∂ ∂ ∂  

1 1

2 2

1

2

ij ij ij i j

i j i j

j

i

i

j i j

a ua u
e

x x x x

u u uu

xx x x

β βα α
αβ αβ α β

α α

δ δ δ δ δ δ
    ∂ ∂ ∂ ∂

= − = − − + − +      ∂ ∂ ∂ ∂    

∂

   

 ∂ ∂ ∂∂
= + − 

∂ ∂ ∂  
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�A�x,y,z  ����  x1,x2,x3G a,b,c ����  a1,a2,a3� u,v,w ���� u1,u2,u3 b�XB�� <-"� 
��� d�B�A 
B2�� ����"���� 5��� �����N� =�: 

 
 

 
 
 
 
 
(5) 
 
 

 
 
 


�"� ���� 
� �BD� 
� �"���� 5��� �[���A> ����=�� -"� �� u,v,w ����"� =�a,b,c  
+��D"� 6�O� 7�� �- +3�4  ��� G��� 5��� �- �3�4 
� �BD� �"���� 5��� ��3�� ����=��  
<-"� �� ��  ! ����"� =�x,y,z  +��D"� 6�O� 7�� �- +3�4 5��� ��� 
B2��.   

1

2

j i
ij

i j i j

u u u u
E

a a a a

α α
 ∂ ∂ ∂ ∂

= + + 
∂ ∂ ∂ ∂  

2 2 2
1

2
xx

u u v w
e

x x x x

 ∂ ∂ ∂ ∂     = − + +      ∂ ∂ ∂ ∂       

1

2
ab

u v u u v v w w
E

b a a b a b a b

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = + + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

1

2
xy

u v u u v v w w
e

y x x y x y x y

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + − + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
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2 2 2
1

2
aa

u u v w
E

a a a a

 ∂ ∂ ∂ ∂     = + + +      ∂ ∂ ∂ ∂       

1

2

j i
ij

i j i j

u u u u
e

x x x x

α α
 ∂ ∂ ∂ ∂

= + − 
∂ ∂ ∂ ∂  

7�L�� � ���!-�A :��CN3�"�� 0��4�H(�  

 #$�
 %$�
 ��	
 ������(Cauchy) 
�A� ��� 
;3^�  �������� ui  ��J�! ����� 
� ��OBC� E�� ��  ! ��O�! '/"� ����� 
� ��W?�  
�� b�e%&�4 fBC� �gF� ui ���D 7C/ ��"9 <����   

8�.�!eij  ���N� 
� �"���� 5��� '/"� �/"�(Cauchy)  -"� ��. 
 
 

(6) 
 


B2�� d�B�A ��� 
�: 
 
 
 
(7) 
 
 
 

�- +3�4  �������� <'/"� ���;� 0�� ����"���� 5��� �[���A> � ��3�� =� 0�� <-�� �� ���=  
�A� ��OBC�  �������� �� �- +��D"� �ND =� �������� � �� ��� =�  ! 
N,�(� 7��� h�2 �����/  

��� �H�. 

1

2

j i
ij

i j

u u
e

x x

 ∂ ∂
= + 

∂ ∂  
1

,
2

1
,

2

1
,

2

xx xy yx

yy xz zx

zz yz zy

u u v
e e e

x y x

v u w
e e e

y z x

w v w
e e e

z z y

 ∂ ∂ ∂
= = + = ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ = = + = ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
= = + = ∂ ∂ ∂ 
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4.3–  %$�
 ��	
 ������ &�' ()*+� #,�-' 	��)�
 #���.*/eij 

Q�2 ����x,y,z  '� 7B��, ��1BX� 0�F���� ����B� ����. '�  �H3� VI 
� E":dx  
�  
�=�"� �"(� x +,� �- �L� ����.� (dy=dz=0). ������� a��� E": 0��  �H3� VI 
� )N,  
����� ��� =� 
U��� (12) 
� +,- ��! ��. 

 
 

 
 

0�������: 
 
 
 

�A� Q�2 7��� ���  �������� u,v,w � ��� 
;3^� 5��� eij <��� '/"� 8�.�! ���;� dso �ds 
 �\�� '� ���O� '/"� =� 
N��� �- ���"I -"�. 0������� K"H?� ��  ! 
� �": �N��O� ����� +,� 
��: 
� 7���-: 

ds 
dx 

 +,� ��� ����� =� ��� ��1BX�. x 

2 2

0 2 i j

ijds ds e dx dx− = 2 2 2

0 2 ( )xxds ds e dx− =

0 2ds ds ds+ ≅

2 2

0

0 0

2 ( ) 2 ( )xx xxe dx e ds
ds ds

ds ds ds ds
− = =

+ +

0
xx

ds ds
e

ds

−
=
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ds dx=

7�L�� � ���!-�A :��CN3�"�� 0��4�H(�  

� 7���� �� 
� exx  �C� 8���- 
2�R� 
E": �� ����� E": �� �4�� E": '�  
��-�� �=�"� �"(� x +,�. 
'� -����� =� �(� h"2 ���� '�  �H3�  

7?4 �- ��� ��� (Case 1) i��C�  
8�� +,�. 

 
 
 

�A� α � β '/"� �����: 

Fig. 4.3:1 -   ��-��A 5��� ��� 
;3^� ���;� � ��� �����'/"�  

tan
u

y
α

∂
=

∂

α

tan
u

y
α

∂
=

∂α

0V =

0, 0
u v

x y

∂ ∂
= =

∂ ∂

Volum

 Element

Simple

 Shear 

Strain

β

tan
v

x
β

∂
=

∂

tan( ) tan tan
u v

y x
α β α β α β

∂ ∂
+ ≅ + ≅ + = +

∂ ∂

tan tan
tan( )

1 tan tan

α β
α β

α β
+

+ =
−

 
� +N�� 
���= �����90 
��-  
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0
xx

ds ds
e

ds

−
=

 5��F2� �� ����  -"� �;��y  ���O�u  7�-"� ��) .�BA�F� �;�� -��( 
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eij  ��                      
� �,��\� �- �3� ���- �� �"���� ���C�                          �- �� 
 
 

 F�m���- �� ���� 5���(detrusions) 
� +��- +D- ���� ���"A �� 
 

��B��� �"���� ��� 
;3^� .���� �� �� 
;3^� 
H� 
� +�"� ������ 
U��� '�  �"� �H� ����  . 

xx xy

yx yy

e e

e e

 
 
 

xx xy

yx yy

e

e

γ
γ

 
 
 

2
xy xy

eγ =

���� 
���� 7���N� ���� ��� 
;3^� exy <+��/ '� 
���= 
Hg�D 
� KZR�  ! dx �  dy �- 
7�� Q�2 ����. =� ��� +3�43, 2  � 4 ��� 4.3:1 0��� +,� 
� K"H?� 

(∂u/∂y)+(∂v/∂x) 8������C� ����� 
���= xOy  +,� 
� �ND =� <����� 
Hg�D 8-"�.  
0�������: 

 
 

�- ���-����� <�,��\� ��� 
;3^� 5��� eij (i≠j) �- ����� <8�� ���� 2eij< � 5��� ���� ��  
F�m���- (detrusions) 8����� ��"� ��. 0�� ���W.��� ���� 
� �:�I +3�4 3 ���  4.3:1 

���� 
� d�� 8-�, 8����� -"� ��. 

1 1
(change of angle ).

2 2
xy

u v
e xOy

y x

 ∂ ∂
= + = ∂ ∂ 

15/29 7�L�� � ���!-�A :��CN3�"�� 0��4�H(�  

+�H� 
      (Omega) 

 
5I�/ '/"�(infinitesimal rotation)   �H3� dxdy 8����� -"� ��. 

0�� oZU&� �� 
�"� 
� +3�4 4 ��� 1:3.4 ���W.��� 8�� +,�.  
�A� 

 
 

8�.�!                                                    �  ωz�- +O�O4 �� 
���= +,� 
� 

 �H3� a��� ��UB�� 
�  �"�� '� 7�� )%& 8��I�/ +,�.  

 

 %$�
 �0	$(Infinitesimal Rotation) 

1

2
z

v u

x y
ω

 ∂ ∂
= − ∂ ∂ 

v u

x y

∂ ∂
= −

∂ ∂

16/29 

=
1

0
1

=
2 2

xye
uu v

yxy y

u   ∂ ∂
=    ∂ ∂  

∂
∂ ∂ 

∂
+ −

orz

v u

x y
ω

∂ ∂
→ = −

∂ ∂

7�L�� � ���!-�A :��CN3�"�� 0��4�H(�  
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'�  ���� ����� ��� '/"�ui(x1,x2,x3)  �� �- �L� ����.�. =�ui  �"���� 0�F���� ��= ��  
���C� 7��- ��. 

(1)  (Omega) 
 
 


� -�9  ��OB�(antisymmetric or skew symmetric)  <+,� ���� 
 

(2) ��                                                                  
 

�- 
, <���� =� '� �"����  ��OB�-�9 
C�H� 7���"� �� '� ��-��  �A�- (dual) 7�=���:   
 

(3) 
 

 

���= �� �- ��� 
;3^� ������ ����-.  

4.4 –   �0	$(Rotation) 

 fBC� V,"� �"���� ���C� =� ��  -"� �"����
+2���-  �"� �� ��-�� '� =� �gF�. 

1

2

j i
ij

i j

u u

x x
ω

 ∂ ∂
= −  ∂ ∂ 

ij jiω ω= −

1
i.e.

1
,

2
ω curl

2
k kij ij ueω ω= =

� �

17/29 

( ) 3 2
1 1 23 32 23

2 3

1 1 1
e.g.

2 2 2
ij ij

u u
e

x x
ω ω ω ω ω

 ∂ ∂
= = − = = − ∂ ∂ 

3 2
1 1

2 3

1 1 1 1
ω= curlu, ω = , e.g. ω =

2 2 2 2

j j

k kij ij

i i

u u u u
e e

x x x x

∂ ∂  ∂ ∂
= − ∂ ∂ ∂ ∂ 

� �

12 13

21 23

31 32

0

0

0

ω ω
ω ω
ω ω

 
 − 
 − − 

curl k
ijk

j

u
u u e

x

∂
= ∇× =

∂

�� � ���!-�� 


� 0�H� )����:  
 
 

0�2�: 
3-��� (3)                        �� �-  eijk b�R 7��� ��:   
 
 
 

�A�ωij  -�9  ��OB� ����: 
 

0�������: 
(4) 
 

<0������� ωij �� �"����  �A�- ) ��OB�-�9( ��-��ωk  7���� ��. ωk �ωij  
� )���� ��-�� 5I�/ 
� �"���� 5I�/  ���� ����� ��� ui 8����� ��"� ��. 

1 1 1
( )

2 2 2
k k klm lm il jm im jijk ijk l kijm lm l lme e ee eω ω ω δ δ δ δ ω== = −

1 1
( ) ( )

2 2
il lj im jm ij jiδ ω δ ω ω ω= − = −

ij ijk keω ω=

18/29 

32 1231 , ωω ω ω==

1

2
k kij ijeω ω=

1
[ ( )]

2
ij ij ijω ω ω= − − =

7�L�� � ���!-�A :��CN3�"�� 0��4�H(�  
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#����� #-�� ,ij zω ω
�- ��\B�� 5X� 4.3 7���- 
� �A� exy �;& <����     �.��C� 5I�/ '/"�  �H3� 
�  

 �"�� '� 7�� )%& +,�.  
 "��� 
�eD �%� ��= �� 7���-:   
6�� 
=> � �2�� ���� �.���H� '� 8�] 
� +��4 '� 7�� )%& ���� 0�� +,� 
�  

����"���� 5���  ��OB� Eij ��  eij�;& ����. 
0�� 
?�B� 
� �A-�, =� @���� ����"���� 5��� �>-��� )11( � )12( 
� +,- ��! ��. 
�  
0�� ��� 
� �A� �.���H� '� 8�] P ����� '� 7�� )%& +��4 <��� E": ��  �H3�  

=� �.���H� ����� <��� �H� ����ds=ds0  � 0�� b�?�� ��� �� 
�: Eij=eij=0 ����.   
��N��: ���� �� �"����  ��OB� �����Eij < '� 7B��, ��1BX� -"�� -��- 
� �&���  

��UD��* ���;&. �- 0�� +3�4 �&��� �UD  �H� ��-�O� 8[�� ��B��. 
=� 
3-��� )11(                                      7���-:   

zω


�                           ��-�O� 8[�� Eij ���. �A� ���� ��  �H3� VIds=dso  ���� ���� dso ���"B� �����  
da1, da2 �� da3 <���� 0�� +3>- ��� �� �� 
���� (i =1,2,3)     �;& ����� 
� 
� 
�"� -"I +3>- 

��� �� �� 
���� Eij = 0 . 
� �": 
��C� ��N�� -"� �� 
� eij = 0 . 

(Capital of )i λΛ

iΛ

2 2 2 2 2

0 1 1 2 2 3 3ds ds da da da− = Λ +Λ +Λ

19/29 

2 2

0 2 i j

ijds ds E da da− =

�� <Y�� �A�Eij  �� eij �- 
UO�P  �;& <����� E":  �H3� �UI 
� �� �- �� 
UO� �� �- 
�.���H�P  
� 7� �1B� ��� ����� ��� �H� � �.���H� ����� '� 7�� )%& +��4 ��� ��.   

 

 �"� ��  �C� -�- 
� '�  ����  �������� '/"� �- �.���H� �� 
UO� ����� P ���"� �� 
� �-  
+H�D �������� �CC� (stretching deformation) � '� 5I�/ 7�� )%& 
�F?� 

-"�.  
 

����  �C�  -�- <0�� �� 
UO� �����P'  �- �.���H�P  �- �L� ����.�. �A� ��1BX� P � P' 
� 
)���� xi  � xi+dxi, <�����  �������� �N�� P' +N�� 
� P ���N� +,� =�: 

 

(5) 
 

0�� ��  �"� �� 
� ��� ��= +�"�: 
 
 
 

 
 

0�3�� 
%H� $�: +,�� 8������C� '� �������� �CC� +,� 
� ���� 5C�  
(stretching) )
2�R� E": �� 5��� E":( � 5I�/ )����� �����= 
Hg�D(  +,� )���� exx  

�  exy( 
� Q�2 7�-�� �;& ����. 

i
i j

j

u
du dx

x

∂
=

∂

1 1

2 2

j ji i
i j j

j i j i

ij j ij j

u uu u
du dx dx

x x x x

e dx dxω

   ∂ ∂∂ ∂
= + + −      ∂ ∂ ∂ ∂   
= −

20/29 

0 

7�L�� � ���!-�A :��CN3�"�� 0��4�H(� 
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%H� 
�- ���"� �� 
� ��� ��= 
B�"� -"�. 
(6) 
 
 

 
0������� 
%H� 
�- b�R ���-��    �      +,�. 0�� r�O�D- 5I�/ '/"� |ω|E"4 

�"(� ��� ��P  �- +\�    +,�. 
 

���� ��!-�� �� 
� �� -"I �� -��(� 
� ���  �������� '/"� 7�� 8-��. ��� 
?�, 
�� 
���= (angular) � 5��� ���  �������� -��(� �� V���� ��� 8��J�9 
�  

���  ��-��A �������� 6"��� ��"� ��. 

( )ω×

ij j ji j

ijk k j

i

dx dx

e dx

dx

ω ω

ω

− =

=

=
����

21/29 

ω
�

dx
���

ω
�

7�L�� � ���!-�A :��CN3�"�� 0��4�H(�  

4.5 –   �1�
� ��	2 ��	
 ������ &�' ()*+�Eij 

  Finite Green’s Strain Tensor Components Eij 
 ��� 
;3^� �,��� ���;� ... Eij 

'� 7B��, ��1BX� 0�F���� ����B� �- �L� ����.� 
� +N�� 
�  ! ��� 
;3^� 5��� �����  

5X�4.1 <                               < @���� 8�� �����.   
 

Q�2 ���� '�  �H3� VI �ND =� �������� 
� ���da1=ds0, da2=0, da3=0  ����. 
�A� 
2�R� E": �� �4�� E": (extension) < E1< 0��  �H3� �� 
� ��� ��= @���� <7��� 7���-: 

 
 

�� 

(1) 
 

 
3-��� =�(4.1:11)                                          7���-: 
 

(2) 
 

)���� =�(1)   � (2)7���-: 

0
1

0

ds ds
E

ds

−
=

1 0(1 )ds E ds= +

2 2 1 2

0 112 2 ( )i j

ijds ds E da da E da− = =

22/29 

2 2

0 2 i j

ijds ds E da da− =

1
( )

2
ij ij

i j

xx
E g a

a a

βα
αβ

∂∂
= −

∂ ∂

7�L�� � ���!-�A :��CN3�"�� 0��4�H(�  
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�� 
(3) 
 

 �A�E11 '/"� ����                                                                               .�"%�� V�� 
 

 0�������7���-: 
(4) 
 

 ��� 
;3^� ���F�2 +�H��E12 
�- '� 7B��, <��1BX� �-  �H3� VIdso  �        Q�2 ���� 
� �- +3�4 �ND =� ����� ���  
�� 7� ��-"H�: 

 
 
 
 

(5) 
 
 

0ds

��� =� �������� 0�� �-  �H3� VI �����N� =�ds  �      �� dxi
  �       . �A� b�R �3��,� �-  

 �H3� ����� ��� 
B2�� �� ���C� 7��- 7���-: 
dsidx

1 2 2

11 11 11 11

1 1
(1 2 ) 1 (2 ) 1

2 2
E E E E+ = + − + ≅ +⋯

111 111 1EE E≅ − =+

2

1 11(1 ) 1 2E E+ − =

11 11 2 1E E+= −

1 11E E≅

1 2 3

0 0

1 2

0

3

0

: , 0, 0,

: 0, , 0.

ds da ds da da

ds da d daa ds

= = =

= = =

0 0

1 2

cos k k i jk k k k

i j

x x x x
ds ds dx dx da da ds ds

a a a a
θ

∂ ∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ ∂

0ds

ds0 

23/29 7�L�� � ���!-�A :��CN3�"�� 0��4�H(�  

�� P�,� 
U��� )9:1.4( .Eq                                $�: +,�� 6"��� 
� ��� 
;3^�  

5���E12  �- ��1BX� 0�F���� ����B� +,�: 
0�������:   

(6) 
�>-��� =� ���(1)                              �                              (3) 7���-: 

 

 

� �": 
��C� 7���-:                                . 0������� 
3-��� (6) 
� ��� ��= �- ��! ��. 

 

(7) 
 
���=θ  
���= 0��  �H3� VIds  �      ��� =� �������� +,�. ����� 
���= 0�� �-  �H3� VI 
�  

�ND =� �������� -"H� ��-"� )dso  ��       ( +����N� =�: 
0������� =� 
3-��� (7) 7���-: 

 

(8) 
 
 

�A� =� �� 5��� +N�� 
� '�  �"B� �L�2�& -�� )'/"� �����( 7���-: 
(9) 

ds

0ds12 2α π θ= −

12 0 0cos 2ds ds E ds dsθ =

11 01 2ds E ds= +

12

11 22

2
cos

1 2 1 2

E

E E
θ =

+ +

12
12

11 22

2
sin

1 2 1 2

E

E E
α =

+ +

12 122Eα ≅
24/29 

1 0(1 )ds E ds= +1 111 2 1E E= + −

22 01 2ds E ds= +

1
( )

2
ij ij

i j

xx
E g a

a a

βα
αβ

∂∂
= −

∂ ∂

12

1 2

2
x x

E
a a

β β∂ ∂
=

∂ ∂
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���� ��� 
;3^� 5��� ��3�� -��(� F��  �"� �� ���;� rZ��� �\��C� 
�?�� -�-. �A� 
2�R� E": 
(extension) < e1 < �� �4�� E": ����� ��� 
B2�� �� 
� ��� ��= @���� <7��� 

 
 

(10) 
�- +��\� 7���-:   

 

(11) 
 

 �F2� �� <0�� �A� $��(�� =� 
���= 
Hg�D �-  �H3� VI �- +3�4 �ND =� �������� �� 
� ��� =� 
�������� 
Hg�D ��"� �� ��       �C� <7��- 7���-: 

 
 

(12) 

 
�A� �� 5���  ��J�! '/"� ����� 
�  �"B� =� ��  ! +N�� 
� '� �L�2�& <-�� 0�� �>-��� 
�  

��� ����! ��= �- ����"I ��!.  
 

12β

0
1

ds ds
e

ds

−
=

1 111 1 2e e= − −

12
12

11 22

2
sin

1 2 1 2

e

e e
β =

− −

1 11 12 12, 2e e eβ≅ ≅

25/29 7�L�� � ���!-�A :��CN3�"�� 0��4�H(�  

 ��	
 &�' (3-, 	��,(Other Strain Measures) 

���	���� &�'  ���!	2 

[ ]u∇
� �

ij
e

ijω

��	
 ������ 

�0	$ ������ 

u u u

x y z

v v

x y

w w w

x

v

z

y z

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂

= ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 

∂
∂

1 1
( ) ( )

2 2

1 1
( ) ( )

2 2

1 1
( ) ( )

2 2

1 1
0 ( ) ( )

2 2

1 1
( ) 0 ( )

2 2

1 1
( ) ( ) 0

2 2

u u v u w

x y x z x

v u v v w

x y y z y

w u w v w

x z y z z

u v u w

y x z x

u v v w

y x z y

u w v w

z x z y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂
− − ∂ ∂ ∂ ∂

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ − − − ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
− − −

∂ ∂ ∂ ∂
−








 
 


26/29 
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%s��4.8  
(;&125 b�B�: 
��-��  ��������: 

��1BX� �ND =� �������� a1,a2,a3  �� �- �L� ����.�. 
�"���� 5��� 0��A �- 0�F���� ���N� +,� =�: 

0������� �- ��1BX� ��"H� ���N� +,� =�:  

 
 


� �-  ! ui|j ���N� +,� =� fBC� +����"�ui  +N�� 
� aj. 
 ��Z,� �- 6"%X� �"����  �� ���w ��3-��� 

 
��1BX� ��3�� x1,x2,x3 �� �- �L� ����.�. 

�"���� 5��� ����H3! �- 0�F���� ���N� +,� =�: 
0������� �- ��1BX� ��"H� ���N� +,� =�:  

 
 


� �- VI ����  �C�  -�- 0�� +,� 
�ui ,u
i  � ��OBC� +����"� �- ��1BX� xi  +,�. 

1

2
ij j i kj

k

i ji
E u u uu = + + 

#��.4 ������ �� ��	
 ������ 

1
|| || || ||

2

k

ij j i i j i k je u u u u = + − 

27/29 

i i

i iu u g u g= =
� � �

1

2

j i
ij

i j i j

u u u u
E

a a a a

α α
 ∂ ∂ ∂ ∂

= + + 
∂ ∂ ∂ ∂  

1

2

j i
ij

i j i j

u u u u
e

x x x x

α α
 ∂ ∂ ∂ ∂

= + − 
∂ ∂ ∂ ∂  

7�L�� � ���!-�A :��CN3�"�� 0��4�H(�  

( , ) ( , )
r s r s

k ij i j i j sj rs

x x x x
u k i u E E u

x
r

x
u

x x
αα

∂ ∂ ∂ ∂
≡ = =

∂ ∂ ∂ ∂

( , )
r k

i j s k

s

u r
x x x x

x x x
u

xα β

β

α
∂ ∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

( , ) ( , ) 0
r k

ki j

x x
u k i u r u

x x
α α

 ∂ ∂
− = ∂ ∂ 

( , ) ( , )
r k

i

x x
u k i u r

x x α α
∂ ∂

=
∂ ∂

( , ) k

i
u r uα →

 �-         6"%X� �"����  �� ���w �� 6�N��� �- �� 
B��Eij  
 

 ��"H� ��1BX� 7B��, 
� � 
B�"�     ��"H� ��1BX� 7B��, �- �� 
U���x 7��� �� ���N�. 

k

i
u

j

βδ
k j
u

? 

 �� ���� � �� 
��"B,� ��1BX� �- '/"� 5��� �"���� ��� 
;3^�
7���! �� +,- 
� 8���! �-.  

x

28/29 7�L�� � ���!-�A :��CN3�"�� 0��4�H(�  
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 �g���������2 ��"(� �.�- 
B;� �- �� � 8-�� �4 �� ��=:  

5) 3,12,13,14,15,17 

2) 1,2,5,6,10, and  A1-A12, 2) 12-23, 25-32 
3)8,11,13,14 , 3)1,2,3, 4) 2,16,17,19   3)6,7,8  
3) 9 

0��H�  ����%ND: 

 
�- b�B� =� �g���Fung  �,�B,- ���D �=�?� d="�! +��, =� 
�
+,�. 
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