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����� �� 	
� �
 �� ��: 
(1)   τ33=τ31=τ32=0 

��� �� ���� 	
� �� ���� �� ���� x1x2 
�
��� ��. 

�� �� ���� ���� �
 �� ����  � ���!� ���  
��"#$!� �� ���� ��$% ��&$' ���� 	
�  
�� ���� (���� ��&� ��. Fig. 3.6:1. Change of coordinates in 

plane state of stress. 
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�. )�5,�x , y  # x', y' �. ��>x1 , x2  #           # )!
78" σx ��$. τ11 # τxy ��$.  τ12  
/����: 
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 �,5 �>,�: 
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>��A �
 �. ���B� C2:� θ ��  (6);��� �,5 �� 0�A> �D�� # ��" 	
� /E�% F,.$� 
��" 	
� �D�� ;�!��� �,5 �� )	2. ��4.(. ��(5)  # (6) �@!�� �,5 �� �
 ��" 	
� �D��  

$���B� ��" 	
� /E�% /8�3
�� # ���  /8!
!�. 
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9653.6:2      �� �I��
" 	��I8� �I�
 �. J#$4� �
 ��K�. �L.��  �,I� ;$���

(Mohr) ���. 
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$'� ��       �=-� �. θ  M�:� /�$!N. # 9��� �� $.�$. $�� ��$% */!"� ��,� �� �� ��#�� �� θ  �� 
�. ��� ��#� �
 �� ��       /8�3
�� �� /8!
!� ���. �. �'��� ��,� �� ��� �
 )�� ��#��  

±45º  �=-� �. 0�A> �D�� �
 �� �L.�� (6)  ;���  �5  0#���  ����.  ���B�  /8�3
��  ��   
/8!
!�         0��=O ��� ��: 
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��$. /�� ;$��� �,� $. +��� �� �����$% �:!8" 
$L% AB �� /�� /!

 �� # �� MN �$�� �A>  

	P$Q �� ��8�� # ;$��� �,� ��-6� �,5 ��.  

$L% AB F,.$� �. �" 	
� �� �LB� �D4& 
$L% MN �
�3' $N�� �
 �� �� ;������ /!

 �8� 
$L% A’B’  F,.$� �. �� �LB� $N�� �
 �" 	
� ��  

��,� �� �. ��� ��#�. 

�%� �
�,5                      * )��$.�
. �� /�-!� ���>      �=R� ���. )�� �@!�� �� 0K��4�  
�$=> 3!� �!�S� �,5 ��.   

T�R�: ���� 	
� ��:� ;��� ;�5 �� 965 ��" 	
� �D�� �
�-". �" 	
� �� 
�#� ���� �� �
 ��#�� 22/5 �>�� �. �,�� ��,8O �� ���� �. ��� ���#�. 
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�!���$& 9�,�� $N�� ���" #� �� # ;�$
 9� �� $�� 9E�-�:  

3) 1,2,3 

2) 1,2,5,6,10, and  A1-A12, 2) 12-23, 25-32 
3)8,11,13,14  

)�$8�  ��"�D=%: 

�D�� X��
 �� 9E�-� 

7/26/!<
� # ��#��$' :�$:=��,.� )!-��8��  

�� ���� *�D
 ���$. �:
� �
 �#� �� *YL� �
 ���$. �,8O �. J$? Z��P YL� ��     *���  
$[� �

 ��* �. �A>    �N�-. ����.  

T�\� )�� ��� �
 �� �Q ��A> ��    * ���$. 	
� �,8O $. YL� �,5 �� # ��" 	
� �5$.  
��$��. 
)!
Q �� ���� ���� �D�� # ���$. �,8O $. �� �,�� �D�� # ���B� 	
� /E�% �#� ����  
�D�� 	
� �D�� ;�!��� �,5 ��. 

 
 
 
 
 
 
 
 
�� 

(1) 

3.7-  �D�� ��" 	
�(Principal Stresses) 

 �D�� ��"�,�� �A> �� �6� ���$. 

 �D�� ��" 	
� 

  �� ���� �#� 	
� ���$. ��" ���\�
������ �� #      $. �,8O i 

  �� ���� �#� 	
� ���$. ��" ���\�
 ������ �� #      $. �,8Oi 

ν
�

σ
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�

i ji jT
ν

τ ν= ν
�

ij j i ji jτ ν σν σδ ν= =
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)�� �� ����4�(i=1,2,3)  ���. ��$. �� T,A@� ν1, ν2, ν3 9� ��,5. �� �@�� �
    �� ���$.  
�6� ��� ���. �� X�,> $!^ �$�� ��!_ /!

 �
 �L.��                          �� 3!� ;��#�$. 

����.   
)��$.�
. ����4�  (1) �� ����4� ���B� ;`�# ���.  

�� �@�� �
τij  �� a�$��� �B!B� # ���B�� *��� �� �@!�� �� ��$<� �" a�$��� �� �#����  
/�,5 �� �
 ��,' �� �� 	
� �D�� �B!B� # �� �,�� �D�� ���4�� 

 (orthonormal- (orthogonal and of length 1))   �,># �"�,P �5��. 
�. b=� �!8"� )�� *c���� 0�!E3> 9!�� �� �� �� ����� d$5 /!"� ��.   

 
����4�(1)  �� ���,� ��" X�,> $!^ $��ν1,ν2,ν3  ���� �
 $'� # �A
� $'� ��
!�$�� b��$e  

$�� �5�.. �
4�:   
(2) 

 

����4� (2) �� ����4� �>�� �� $. b-� σ ��� # ��" �:�� �� ��" 	
� ��� �D��. ��$. $"  
	
� �D�� �� ���$. �6�     ��,� �� �. ��� ��#�. �. f-. ����4�(2) /����: 

 

(3) 

2 2 2
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0ij ijτ σδ− =
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−
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ν
�

ν
�

/!<
� # ��#��$' :�$:=��,.� )!-��8��  
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�� �� �
 

 
 
(4) 
 
 
 
 
 

�� J$? *$N�� $'� σ1,σ2,σ3 ��" �:�� ����4� (3)                               *�
5�. ��,� �� 
�5,�: 

 
 

 ���. b��$e # ����4� ��" �:�� )!. �
 ��� ��,� �� $�� f.�#��5�. ��$%$.  . 
 
 
 

(5) 

1 2 3( )( )( ) 0σ σ σ σ σ σ− − − =

1 1 2 3

2 1 2 2 3 3 1

3 1 2 3

I

I

I

σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

σ σ σ

= + +

= + +

=
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1 2 3 0I I Iσ σ σ− + − =

/!<
� # ��#��$' :�$:=��,.� )!-��8��  
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�� �@�� �
 ��" 	
� �D�� ���� �6�3!& 	
� �� �� �LB� �� C2:�  
*�


 �� �� /�-!� ��"�,�� 0�1�2� �
DB�-�.   
*)��$.�
. ����4� (3) # b��$e I1,I2,I3 �=-� �. T�B��� 0�1�2�  

��$!g���� )�.�[ �
��� ��(. I1 ,I2 ,I3  ��"$!g���� �,-��� ��� 	
�. 
�#3&� $. *)�� �� �@�� �
 �" 	
� *��� �B!B� b��$e I1,I2,I3 # $" b!
$�  

�� �" �� 3!� ��� �B!B�. 
 
 

�,

� ��:� /!"� �� �
: 
��$. $" �,-��� 	
� ���B�� 
�� 	
� �D�� �B!B� # �� ���� �D�� ���4�� �,># �"�,P �5��.   
)�� �'`�# /A� ��%# �,># ���� �
 �,-��� 	
� ���B�� �5�.: 

(6)         τij  = τji 
11/26/!<
� # ��#��$' :�$:=��,.� )!-��8��  

0�=[�:  $'�             ��"���$.  �6�  ��  ������  ��"�,��  �D��  �.  ��" ���\� 

                            *�
5�. �" �� �. b!�$� ��" X�,> ����4� )1( F,.$� �. 

��" �:�� σ1,σ2,σ3 �
�-". 

 
(7) 

1 1 1

3

1

21 1 1,( , related to) 0ij ij j ν ν νν στ σ δ →− =
2 2 2

3

2

22 1 2,( , related to) 0ij ij j ν ν νν στ σ δ →− =
3 3 3

3

3

23 1 3,( , related to) 0ij ij j ν ν νν στ σ δ →− =

$'� ����4� T#� �� ��     # ����4� h#� �� ��     X$e /!

 /����: 
2

i
ν

1

i
ν21

1( ) 0ij ij j iντ σ δ ν− =
12

2( ) 0ij ij j iντ σ δ ν− = �� 9e��� #� ����4� /����: 
1 2 21 2

2

2 1 1

1 0ij ji i ij j ij j i ij j iτ ν ν τσ δ ν ν σ δ ν νν ν +−− =
�D8> T#� # h,� �. /" $.�$. # ��i4�� jD�2� �
�-" # Jk� �� *��,5 # /����:   

(8)                                                                                                                
                                                                                                                  

(9)                                                                                                                
1 2 1 2 1 2

j i jij ji jijiiν ν ν ν τ ντ τ ν= =

1 2

2 1
( ) 0

i i
σ σ ν ν− =

1 2 3

, ,ν ν ν
� � �

1 2 3

, , ( 1,2,3)i i i iν ν ν =
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�,

� $'� �. �,? �:����� l$& /!

 ����4�                                                       ����� 
��" �:�� ��,",� *��� �� �@�� �
 b��$e ����4� (3)  �
4� I3,I2 ,I1 ���B� �B!B� *����� $"  

�� σ �
��,� �8� ��,",� �
5�. �$�� �. �>,� �. �B!B� ��,. I3=σ1σ2σ3  ��6�� $�k_ �-!�. 
�� �&$? �. �>,� �. �B!B� ��,.                       * $R
��� #� �� �� �" �� �
��,� �� ��,",�  

�5�. ��# ���. #� �� Z#�3� �
5�.. $'� σ1  # σ2 ��,",� # Z#�3� �
5�.: 
 
 

�
 �� �� α, β≠0, σ3  ���O� ��� �B!B� # i ��:� ;�
"� ��O ��,",�         ���. 
 

�� )�� ���� 0K��4� )7( ��:� �
"� �� �
     #      ��,",� # �
>#�3� # ��,� �� �" �� �� �.  
965 $�� �5,�: 

 
 

�
 �� �� aj # bj ≠0 ���O� ��� �B!B�. 

0�=[�: $'�                              *�5�. Z#�3� �� 3!� $�� ���. 

 
 

( )
1

1 0jij jiτ σ δ ν− =

ijijijij δδττ == ,

( ) 0
1

1 =− jjiij νδστ

3 2

1 2 3 0 (3)I I Iσ σ σ− + − + =

1 2 3, ,i iσ α β σ α β σ= + = −

1−
1

jν

1 2

,j j j j j ja ib a ibν ν≡ + ≡ −

 �
 �@�� ��τ  #δ )��$.�
. *����� �B!B� $���B�: 

13/26

( )
1

1 0jij jiτ σ δ ν− =

2

jν

1 1 2 3I σ σ σ= + +

)��$.�
.          /��,. ;�$
 l$& ���: 
 

 �� h#� ����4� �. �� ����4� )�� $'�(7) �
4� 
 

/���� /!

 �-��B�: 
)�$�� $" #� ��"���$. ;`�#    �� �
5�. # ��"���$. ;`�# ��"���$.  

�6� �,8O $. ���� �D�� �
�-" # ���� # ���$. �6� $1�
� 
�. ���$&( 

********************** 

)��$.�
. X$nD��� #� ���B� Z#�3� 0��=O ��� ��: 
 
 
 

21 σσ =( ) 0
1

2 =− jjiij νδστ

( ) 0
2

2 =− jijij νδστ

jj

21

νν =

2σ

1 2

2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

( )( )

0

j j j j j ja ib a ib

a a a b b b

ν ν = + −

= + + + + + ≠

 �L.�� �. �>,� �.(8)                    �
4�  �� �@!�� * �,5: ( ) 0
21

12 =− jjννσσ

( ) ( ) 002012 =→=−=+−−→=− βββαβασσ iii
14/26



�������� ا��ا�����: 
�د
ور� و �����  12/5/2025 

8 

)�� �. l$& �!�#� �
 �" �:�� ��� ��,",� �� o%�
� ���. *)��$.�
. l$& �,># ��" �:�� ��,",�  
$=�4��� ��� # �" �:�� �
��,� �8� ��,",� l$& ��,5 # ��" �:�� σ1,σ2,σ3 �8" ��� �B!B�.  

 
��%#σ1≠σ2≠σ3  ����4� (8)                         # 0K��4� �!=5 �� ��K� ���� $. �6
��: 

 

(10)  
�
4� ��"���$. �D�� $. /" ���,8O.   

���� p�P 1: $'�σ1=σ2≠σ3  ��,� �� ���A
!. ��> �� ��"���$. �,8O $. /"     #    �. ���  

��#� # �.�[ �$
 �
 ��    �,># ���� �
 $.      #    �,8O ���.  
 

���� p�P 2: $'� σ1=σ2=σ3 )�
��� ��:& �6!�����#��!"( *;�N�� $" �O,8@� ��"�,�� ���4��  
�� ��,� �� �. ��,
O ��"�,�� �D�� �� $<� �&$'.   

�>,�: �� )�� 0K�� p�P ���4� �� ��,� �8� �@!�� �&$'. �� ���� p�P T#� �A
� ���4� #� �,��  
0�=[� �,5 ��. 

0�1�2� ��"�,�� $'�x1,x2,x3  ��8" 
a�$��� ;�N�� *�
5�. �D�� ��"�,�� 

�� ��� 0��=O 	
� ��" ���\�                   : 

2 3 11 2 3

0 0, , 0,i i i ii i ν ν ν νν ν = = =

1

iν

2

iν
3

iν

1

iν
2

iν

1

2

3

0 0

( ) 0 0

0 0

ij

σ
τ σ

σ

 
 =  
 
 

(11) 

1 2

2 1( ) 0i iσ σ ν ν− =
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/���� �
 �#� $" ��8�� YL� �. ���$. �6� �,8O Z��P �� YL�   * (νi)* ):
$� 
$[� �

 ��. ��" ���\�    �� �A>   * 	
� /E�% �#� ��8�� YL� ���. )�� 	
� /E�% �� �. σ(n) 

��:� /!"� ��.   
�� �@�� �
 ��" ���\� �� ���$. �� ������ �� ���$. $N�� �� X$e $��6�� #� ���$. �. ��� *��� ��  

/����: 
(1)     σ(n)=τjiνjνi 

���B� �
��$. 	
� �5$. �#� �� ��8�� YL� �
 ���$. �,8O Z��P �� YL� �� νi ��� �� �L.��  
$�� �. ��� ��� ��.   

(2) 
  ��"�,�� ��,
O �. �D�� ��"�,�� $'� 

 # *��,5 X�2��� 0�1�2�(σ1,σ2,σ3) 
;�N�� *�
5�. �D�� ��" 	
�: 

3.8 –   ���� ��� 	
�(Shearing Stresses) 

1T
ν

2T
ν

3T
ν

,( )
i ji j

T T
ν ν

τ ν=
T
ν

22 2

( )
,i nT

ν

τ σ= −

2 2 2 2

1 1 2 2 3 3
( ) ( ) ( )iT

ν

σ ν σ ν σ ν= + +
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ν
�
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )












++

+++
−++=

2

3

2

223

2

1

2

331

2

1

2

221

22

33

22

22

22

112

33

2

22

2

11

2

222 ννσσννσσννσσ

νσνσνσ
νσνσνστ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2 2

1 1 1 2 2 2 3 3 3

2 2 2 2 2 2

1 2 2 1 1 3 3 1 3 2 2 3

1 1 1

2 2 2

σ ν ν σ ν ν σ ν ν

σ σ ν ν σ σ ν ν σ σ ν ν

= − + − + −

− − −

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

3 3 1 2

2 22 2 2 2

1 1 2 3 2 2 1 3

2 2 2 2

11 2 2 3 3 1

2 2

3 2 2 31 22 2

σ ν ν ν σ ν ν ν

σ

σ ν ν ν

σ σ ν νν νσ σν σν

+ +

−−

= + + +

−

1
2

3

2

2

2

1 =++ ννν ��# 

( ) ( ) ( ) ( )

( )22 2 2 2 2 2 2 2

3 1 3 1

22 2

3

1 3 1 3

2

2 2 22 2 2

1 2 1 2 3 1 1 2 2 3

2 2 2 2

1 3

2 2

2 3 1

2

2 3 3

ν ν σ σ

σ ν

ν ν σ σ

ν ν σ σ σ ν ν σ

ν σ

ν σ ν ν

ν

ν ν

σ ν

+ − −

 − + +  +

−

−

−

=

+
( ) ( ) ( ) )3(

2

13

2

1

2

3

2

32

2

2

2

3

2

21

2

2

2

1 σσννσσννσσνν −+−+−=

( ) ( ) ( )[ ]22

33

2

22

2

11)(
2 νσνσνσσ ++=n

 ����4� �� #(1) (σ(n)=τjiνjνi) /���� : 

 
 

 ����4� �� �
�3N��> �.(2) /����: 

17/26/!<
� # ��#��$' :�$:=��,.� )!-��8��  

/!

 l$& �:����� �,? �. $'� �,

�                           : ����4� �� *           #(3) 

 
 
 /����: 
 

/����                                                                 /E�% 	
� �L.�� �� �&$? ��: 

( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 3 2 2 3 3 1 3 1τ ν ν σ σ ν ν σ σ ν ν σ σ= − + − + −

( )
2

21 σσ
τ

−
±=

( )
2

21 σσ
σ

+
±=n

( ) ( ) ( )
2

2 2 22

( ) 1 1 2 2 3 3nσ σ ν σ ν σ ν = + + 

( ) ( ) ( )
( )

2 2 22 2 2 2 2 2

1 2 1 2 3 2 2 3 3 1 3 1

2 2 2

1 2 3 1

f ν ν σ σ ν ν σ σ

λ ν ν ν

ν ν σ σ≡ − + − +

+ + + −

−

 �L.�� �� ���.     /8!
!� �� # /8�3
�� �=���� ��$.(3) /�$!N. M�:�               �. �=-� .  ��#
�� F,.$� /" �.                          �L.�� �. # �
�-!� 9B�-� /" �� �"$!g�� )�� ��,5 .��  ��,�

 �!B� r.�� �� ��,. h,�#$�-
� ��$. �&�
 # h�K F$5 �
 �$
 �.�[)�!% �.         (            �
���
     `��$'K b�$e # �"$!g�� �!D
 �. �=-�                                  )�`��$'K r.�� �
 ��� )��

�5�. h,�#$�-
�: 

τ321 ,, ννν
1

2

3

2

2

2

1 =++ ννν

( , ) ( )f g hλν λ ν= +
( )g ν

λ
0h =

1 2 1 2ν ν= =3 0ν =

)�� # �� ��� �. �
 ��$�� �Ds-� ��" X�,> �" /��#�  . 

�Ds-�.3.4  ��:� �!"�τmax=(σmax-σmin)/2  # �� ���� �
τmax  �#� �� $[� �

 �� �=-�  
�. ��" �A> ��" 	
� �D�� /8�3
�� # /8!
!� ��#��45º  ����. 

18/26
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( ) ( ) )1(02220 1

2

131

2

3

2

21

2

21

1

=+−+−→=
∂
∂

λνσσννσσνν
ν
f

( ) ( ) )2(02220 2

2

322

2

3

2

21

2

12

2

=+−+−→=
∂
∂

λνσσννσσνν
ν
f

( ) ( ) )3(02220 3

2

133

2

1

2

32

2

23

3

=+−+−→=
∂
∂

λνσσννσσνν
ν
f

)4(010
2

3

2

2

2

1 =−++→=
∂
∂

ννν
λ
f

�� X�,> ����4� (1)*           ���. �� )�� 0�,� ����4�  (2)# (3) 0��=O �
"�,P �,. ��: 01 =ν

( ) 0
2

32

2

3 =+− λσσν ( ) )5(0
2

32

2

2 =+− λσσν# 

)�� #� ����4� �A
� ��%# (��� �
�-" �
            # �� ����4� (4) /����: 
32 νν =

32

2

3

2

2
2

1
10 νννν ==→=++

�. �
�3N��> �� $" �� �� 0K��4� (5) /����: 

( ) ( )
2

0
2

1
2

322

32

2
σσ

λλσσ
−

−=→=+−








19/26

( ) ( )2

2 3 2 32

max max minor
4 2

σ σ σ σ
τ τ τ

− −
= → = ±

�. �
�3N��> �� ����4�                  
/����: 

�. M�$? �.�:� ��%#           # ��           ��" X�,> $�� ��$.    �. ��� �� ���: 02 =ν03 =ντ

( ) ( ) ( )
2

,
2

,
2

211332 σσσσσσ −−−

)�$�'�3. ���B� �� �� ���B� (,& ���B� ��% MDL�    �"�,P �,. �
 0�=[� �8-% T#� �Ds-� ���. τ

�A> �,8O $. ���� �� �
 �#� �� 	
� �5$. /8�3
�� ��� �� $���B�    �" �. ��� �� �
��.  
X�,> $" �Q �5�. /����: 

ν
1

cos45 ,
2

i j i jν ν= = = ≠�

�
 ��:� ;�
"� ��#��      �=-� �. �,�� ��"     #     ���. �45ixjx

20/26

( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 3 2 2 3 3 1 3 1 (3)τ ν ν σ σ ν ν σ σ ν ν σ σ= − + − + −

/!<
� # ��#��$' :�$:=��,.� )!-��8��  
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�!���$& 9�,�� $N�� ���" #� �� # ;�$
 9� �� $�� 9E�-�:  

4) 2,16,17,19 

2) 1,2,5,6,10, and  A1-A12, 2) 12-23, 25-32 
3)8,11,13,14 , 3) 1,2,3 

)�$8�  ��"�D=%: 

 h#� X��
 �� 9E�-�Fung  9.�% ���@�  �,�� ���� �� �

��� ��$���. 

21/26/!<
� # ��#��$' :�$:=��,.� )!-��8��  

$'� σ1,σ2,σ3 ��" 	
� �D�� �� �� �LB� �12:� *�
5�. ;�N�� 	
� �#� $" 
��8�� YL� �$N�� �� �,��% T�B��� �"�,-��� �. ��� ��� ��. 

 
 

�,� �� �� ���B� �
 �� T�� 1882 # 1900 $:�
� *�$
 c���� �=��> �� ��:� ��� 
�
 �� �� *�LB� $'� 	
� /E�% σ(n) # 	
� �5$. τ �
 �#� $" ��8�� ��L�  

)���A
!. ���� �� �� �LB� ��k' ��( $[� �


 �� �#� �� ���� 0�1�2� σ #  
τ ��:� ;��� ��,5* 

3.9  . 
�� �����(Mohr’s Circles) 

k m
km ji kj mi ji

j i

x x

x x
τ τ β β τ

′ ′∂ ∂
′ = =

∂ ∂

22/26 

��6� ���
" �" �� w���3�� �#� �
��� 
(domain) �� ��-. ��$% ���� �
 �� 965 

�,5�" ;��,P # �. �� ;$��� �
 3
�$� �" �� 
�#� �,��σ  ��$% ����� �,1�� ;�5 ���.   

0�=[� 9��
 )�� bDL� �� �4>�$� �
 �� 
���� 86 X��
 �&$4� *;�5 ;��� ���.  
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3.10 –  	
�  ������� ���(Stress Deviations) 
�,-��� 

(1) 
 

�,-��� 	
� �&�$��� ;�!��� �,5 �� �
 �� ��     ����$6��$
 # σ0 	
� )!N��!� ���.  
 

(2) 
 

 
�
 �� �� I1 )!�#� $!g���� �,-��� 	
� )	2. 3.7( #      J�$��� 	
� �� 	
� )!N��!� ���.  

)!�#� $!g���� �,-��� 	
� �&�$��� �:!8" $�� ���.   
 
 

(3) 
 

��$. �. ��� ���#� ��" 	
� �&�$��� *�D��  #� 	2.3.7  �� ��,� �� �. ��
 �$.. ����4�  
���
!�$�� 

 

(4) 

ijδ

ijτ ′

0ij ij ijτ τ σ δ′ = −

0 1 2 3 11 22 33 1

1 1 1
( ) ( )

3 3 3
Iσ σ σ σ τ τ τ= + + = + + =

1 11 22 33 11 0 22 0 33 0( ) ( ) 0I τ τ τ τ σ τ σ τ σ′ ′ ′ ′= + + = − + − + − =

0ij ijτ σ δ′ ′− =

23/26/!<
� # ��#��$' :�$:=��,.� )!-��8��  

�� ��,� �� f-. ���. 
(5) 

 

�. �'��� ��,� �� ��:� ��� �
 f.�#� $�� ��$. F�=���J2, J3  �. ��"$!g���� I2, I3 �
 �� 	2.      
3.7 j�$4� ���5 �,># ����. 

 

(6) 
 

(7) 
 

�. �
�$N��> ���B� I2 �� ����4� (6) /����: 
 
 

�. �
�3N��> �" 	
� �. ��" 	
� �&�$��� ����4� (1)                         * /����: 
 
 
 
 
 
 

�� �@!��: 
(8) 

22 33 11 3

2 2 2

11 22 33 22 11 33 12 23 31 0

2 2 2

11 22 33 22 11 33 12 23 31 0

3 22 11

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )2I

τ τ τ τ ττ τ τ τ τ τ τ τ τ σ

τ τ τ τ τ τ τ τ

τ

τ σ

′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + +′ ′ ′ ′ ′ ′= − − − + + + −

′ ′ ′ ′ ′ ′= − − +

+

− ′− + +

11 0 3322 0 33 0 22 0 11 0

2

22 33 0 22 33 0

2

22 11 0 22 1

0

2

1

1 0

2 2 2 2

0 23 13 12

2

0

2 2 2

23 13

1 33 0 11 33 0

12

( )( ) ( )( )( ) ( )

( )

3 [ ]

3 [ )

) ]

(

(

τ σ τ σ τ σ τ σ

τ τ

σ τ τ τ

σ

τ τ

σ τ τ σ

τ τ σ τ

τ σ τ σ

τ τ σ τ τ σ

ττ σ

′ ′ ′ ′+ + + + + +

′ ′ ′ ′+ + + +

′ ′

′ ′+

′ ′+ +

+

′ ′ ′ ′

= − − − −

= − + +

−+

+

− −

+

3

2 3 0J Jσ σ′ ′− − =

2

2 0 23J Iσ= −
3 3

3 3 2 0 0 3 2 0 02J I I I Jσ σ σ σ= − + = − +

24/26

1122 33 22 1

2 2 2 2 2

2 0 2 0 23 13 1233 13 3 ( )J I τ ττ τ τσ σ τ ττ τ= − = − − − −+ +

0 

2 2 2

2 11 22 33 22 11 33 12 23 31( ) ( ) ( )J τ τ τ τ τ τ τ τ τ′ ′ ′ ′ ′ ′= − − − + + +

0ij ij ijτ τ σ δ′ = −
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(8) 
/����: 

 
 

�� ����4� (8) ���kN��> /!

 ��: 

25/26

11 22 33 22 11

2 2 2

2 12 2333 31( ) ( ) ( )J τ τ ττ τ τ τ τ τ= +′ ′ ′ ′ ′ ′− + +− −
2 2 2 2

1 11 22 33 1 11 22 33 11 22 11 33

11 22 11 33 22 3

22 33

2 2 2

11 22 333

0 2 2 2 0

1
( )

2

I I

τ

τ τ τ τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ τ

ττ τ τ

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + = → = + + + + + =

′ ′ ′→ ′ ′ ′ ′ − + +′ ′− =−

2 2 2

11 0 22 0 33

2 2 2

12 23 310

1
[( ) ( ) ( ) ] ( ) ( (

2
) )τ σ τ σ τσ τ ττ− + − + ++ −= +

2 2 2

11 22 3

2 2 2

2 12 23 313

1
[( ) ( ) ( ) ] ( ) ( ) ( )

2
J τ ττ τ τ τ= + + +′ ′ ′+ +

11 22 33

2 2 2 2

0 11 22

2 2 2

1233 0 23 31

1
[ 2 ( ( ) ( ) ( )) 3 ]

2
τ τ τ σ τ τ τ σ τ τ τ= + + ++ + − + + +

11 22 33 11 22 11 22

2 2 2 2 2 2

12 23 31

2 2

33 33

1 1 1
[( ) 2( )( ) 3 ( ) ( )( )( )

2
(

3 9
)] τ ττ τ τ τ τ τ τ τ ττ+ += + + +− + + + + +

2 2 2

11 22 22 33 33 1

2 2 2 2

12 23 01 31

1
[( ) ( ) ( ) ]

6

3
( ) ( ) ( )

2
ττ τ τ τ τ τ τ τ τ−= + + =+ − + − +

11 22 33 11 22

2 2 2 2

33

2 2 2

12 23 31

1 2 1
( ) ( )[( ) ( ) ( )]

2 3 3
( )ττ τ τ τ τ ττ τ= + + ++ + + + + − +

11 22 33 11 22 33 11 22 22 33 11

2 2 2

1

2 2 2 2 2 2

3 33 2 23 1

1 1
[( ) ( 2 2 2 )]

2
( ) ( )

3
( )τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ ττ ττ+ + − + + + += ++ + +

11 22 33 11 22 33 11 22 22 33 11

2 2 2

12 23 31

2 2 2 2 2 2

33 ( ) ( ) (
1

[3 3 3 ( 2 2 2 ]
6

))τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ ττ ττ+ + − + + + += + ++ +

 

�� ���� �
: 
 
 
 

�!8
  τ0	
� �:" �A># (octahedral stress) ��� �
 �� 	2. ��4. X��
 j�$4�  

�,5 �� # �� �� �@
�� �� �� d$L� /!"�,2� �$
.   

)!
78" $'� f-.                         �� �. 965                                  */!-�,
. ���B� J2 

# J3  �. 965 $�� �. ��� �
�� ��:   
(9) 
 

 
(10) 

 
�. �'��� ��,� �� ��:� ��� �
 ��" 	
� �&�$��� �D�� �
���=O ��: 
 

(11) 
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2

1

2
ij ijJ τ τ′ ′=

3

1

3
ij jk kiJ τ τ τ′ ′ ′=

0i iσ σ σ′ = −

2 2 2 2 2 2 2

0 11 22 22 33 33 11 12 23 31

1 2
[( ) ( ) ( ) ] [( ) ( ) ( ) ]

9 3
τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ= − + − + − + + +

0ij ijτ σ δ′ ′− =3

2 3 0J Jσ σ′ ′− − =

/!<
� # ��#��$' :�$:=��,.� )!-��8��  
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�!���$& 9�,�� $N�� ���" #� �� # ;�$
 9� �� $�� 9E�-�:  

3) 6,7,8 

2) 1,2,5,6,10, and  A1-A12, 2) 12-23, 25-32 
3)8,11,13,14 , 3)1,2,3,  4) 2,16,17,19 

)�$8�  ��"�D=%: 

�D�� X��
 �� 9E�-�  0����90-89 

/!<
� # ��#��$' :�$:=��,.� )!-��8��  


