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�$ E�� (�/� 6��$�M� ���)�� ,���2$ )� ��N+� ���� �:7� U���� !3���: 
 
•  1�0 �� �)�� �� �V� ��$ (����� 

 
 
 
•  ,���� �2S (drag) ���� �$ �� &27 �� ��� �
�� �� �:� 

A B 
L 

x 

y 

4

8
B

wL
y

EI
=−

w 

3/19 

 �HN�:�S W:4'�)�
� ��(  

,���� �2S �$ X�:0 ���� � (�)�!�� ;�" � �9�� &27 
 �HN2$ ����. �� ��� ,��$ ���$ E�� ���� �
��	� ��) ���: 
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• �$� [� �7��0 )� ,� �
:
 �
 �@� �� ������O ��G+ ���A (����  
�� &N2�� �����$� ;��G� �!" )� �� L 3� �$ ,� �\��� �7��0 ��!$ �+� � ,� �
:
 �$ ��A 10 mm 

� �:] 20 m( �
 9 ,:��) 90 �7�� ����. �
:
 [� �� �� ,�:� ��)� �
 8 m ��) Z�� ��)� L 3� ��� 
��8Y� !��/� ��. �$ `�+ ��3�� �� �� :��) �+B�� �$��$ �$ 0.75 a�'��� ��Q� �9�� �:7� �N"�� !"�$ � 

b���c� �� �
:
 �$ �
��	� %:��B$                        ���$ (�:" �$� �7��0 �� � ��@� !���/�. �71
 
�����3�� �$��$                                  � W�7 X:RY�                      ���. 

 
 
 

 
                                                                      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

http://home.zcu.cz/~kovarikp/MT/freestudy/FLUID_MECHANICS_D203/reseni_tutorial/FLUID_MECHANICS
_D203_reseni.pdf,  19th, Sept. 2014 

0.250.079fc Re−=
3 20.89 10 Ns mµ −= ×3997 kg mρ =

3
997 0.01 0.89 10 11202Re uD u uρ µ −= = × × × =

0.25 3 0.250.079(11202 ) 7.679 10fc u u− − −= = ×
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= = = =
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9 Bends Darcy–Weisbach equation 
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�
 �� �� �� )!3��� E�� �� ��:�( �� ,�:d� � ��$��� ��!$ 
�7:� �$ ��N0�� �
:�
:� ��:� ���'N�� �:" ��. 

���� ,�:d� �
 e$��� E�$ ,�� �!�!S f
�0 �� ��!$ �7:� �$  
��N0�� ��:� �� ,�� %��J� �K:
 ���$ (!3��/� �� ,�:d�  
�N�:�S !3�:O ��. 
,�:d� �N�:�S ��:� �� ���43�$ � ��� &�2J� ��gS `�+ 

!��/� ��. E���$�3$ �$ E�� ,�:d� ��+ �!�� �� &M� �K:
 )� 
��:� �� �
 ��/� ��C ��� ���gS �� � ��3�� �� �H��2/� ��  
(��C �G�/� 6��C ���2/� ,�H�� �:7� !����. (Lai) 

 �HN�:�S W:4'�)�
� ��(  
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�$ �� (��� �O� W:4'� �HN�:�S ���� �� �: A (&�3
 )� ��
�� �N22O  
W�27� ,��� &GK �":S ���
 � `�+ &���/� �� �
 ���� E�3K  

���27� �$ �:] �N0�:3�� .YS �!" � W�/� ,�*+ ��<"� �!" ��  
hB��
 �S !�� ���
. 

�$ E�� �!� (�N�:�S �9�� &�3
 �� ���� ���43�$ ��$ �$ ,�� �/2A  
�N�K:
 ;$�A &�2J� ��� �
 �� .Y$ �N�K:
 ���/� X�:0  
���1�+ &27 ��
�� �� ����.  

E���$ (%��� &���:� �� 6��/
 ���!�� !3��� �
�HK � �9�� �� �$ ��  
��J� )� &27 �
 �*+ �� ��<"� ���
 � 2� &���. 
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�!� �N�:�S W�27� ,��� �$ �� ;�
� ,��$ ���!34� &4� ���: 
  
1- �$ ����J� �
 �� W�27� (,�k:+ (�/�3�:
� �3N$ � ���l �� �� �Q�  

&���O ��( ��	$� �RYG� � 2� �$ ��	$� �
:�
:� ���2$ ���2$  
!��� m�1$ �� ��3K �
 �!� �N�:�S �� ���$ �!��+�S � ;$�A  
���3�/]� !��:0 �:$. 

 
2- ���/� .��� �� )� ��N+� ������� ��:� �$ %��� ,�� ���� �$�M�  

��� �
 )� .���)� ,�� ���� ��:/� �$ ��	$� h�N 2� m�1$ L/7 ,���  
�!" ���. 
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�N�:�S e�@� ������ 
������ e�@� �N�:�S �� ���$ ��N+� ������� 6�!��7 � 6k��� �� %��J�  

��S:����
�� ?@$ !3
 ��. ������ e�@� �N�:�S o��S Z
�R� �� �$ e���"  
,��gO��$ P8NY� �	
��� !3
 ��. 

a:5:� �� !��:� �� �$ �� .Y$ &4� &�2J� �:": 
1- �:c� �8
 b�NG� �� �/� ��:� 

!�
p� ,�� �$ ��� ����� 6k��	� ����� ��� �
 ,��$ �/� ��:� &9� )� !��7 �  
���� �� N9� ����. �� N9� E�� 6k��	� )� 6��$�M� �� )� ,���� ���1�+ �$ ��� !�� ��  
!3��� ;c� ,�J$ (W�7 q�k�$ ��:$ &N3�:� (��0 ��/� (&N3�:� ;c� (,-��� � �:��A  

�
��	��� �S��N�� � ���l. 
)� �Q� �5��� E�� �:c� �� ;�" ���	� &� !����: 

P
�( ;�" �
��HN�� �
 ,��$ �� &M� ��!@� )� ��:� )� �� e�@� �N�:�S ��$��  
,)�� (�:" �� 

[( 6k��	� ��!�� ,��$ �� &M� �8�2���'�� )� ��:� )6��C( �� �� ��J� )� ��!��  
��:� �Q� 
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2- 6k��	� �RYG� �
 Z
�R� �!�� �� �� P��	� !3
 �� 
     ��N+� Z
�R� �!�� �� �RYG� �� ���$ !3
 ��. E�� 6k��	� 

D�J� ,�:@� !3N2� �
 �$ %��� �� �� �	
��� (�N�2�N�k� 
(�N�2�N�BS (�N�2�N�k�:�2�� � ������ 6k��� W�M�� 

���O ��.   
     Z
�R� �� �!�� ���$ �!33
 ,�� � 37 �RYG� )� ��N+� 

������� Z
�R� �	� ] !3N2�. 
�� ��I�: 

(١&27 !��7 ��N�k� ��0 
(٢���� r1
 ��0 
(٣ ���� ��l �3�:�� ��l ;$�A &
��� 
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)� �Q� (�Y���� �!�� �N�2�N�k� �!N$� e�:� 6�$�� b:�  
)1635 -1703( �� ��� 1676 w��� !". �� �� ���  

1678 �� �� �$ E�� ;�" ��:39 ��
: 

“6�!A �� &27 ,�3+ ���3N� �$ ��1�� �!�G
 �!" 
�� ���.”   

1.1 . ��� ��
�  
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;�" ��
�� �:��A b:� �8�0 E"�� �2��. E�
�� ��
 E�� ��� �
 �� �� �$ ;�" ,�� y�A� ���$ 
&�3
. )� �Q� (�Y���� E�� ��
 �$ �� z�� P8NY� 6�:c �N+�O ���. E�
�� z�� E�� ��� �
 )� �!�� 
�8
 »�3+« ���'N�� ���
 � �$ D� ��� ��$-���<� ���� �7:� &�3
.   

z�� W�� E�� ��� �
 �� �� �$ ;�" �� �
��	� ,�:2��� ) �
 h�!	$ P��	� �:" ��( �
 .3� � 
.��
 �� �$ &� D:$�� !3
 �� ���$ &�3
.   

 
�K�O ,��$ �� ���Q� �8
 z�� W�� z�� � ��3� (��� �
� z�� ��� �� ���� � ����!@� ��� � 
�
�0 )� �!��+ �2��. �� E�� (.Y$ �� z�� ��� �� �$ ��:39 �� ��:/� )� ,�:d� �N�2�N�k� �	�:� 

&��� ��. 

 �	
��� ��:� &27 X�:0 ,��$  ����� `�+ ��
&�3
 ��. 

`�+ ��� 
(H1)    ,����$ ��/9� �V� �� � ��� �N�:�S &27

!��� �� �A�$ �N�:�S 1�� �7��0. 

Fig. 1.1:l. Static equilibrium of a 
body under external forces 

11/19 

1 1 2 2 n nu a p a p a p= + + +⋯

ij ijkl klCσ ε=
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E�� `�+ �$ �3	� E�� ��� �
: 
)� ��N0�� �/�� &27 &GK �":S �!" ���. D�J� (���2/� �@� �� a:� ,��gO��$ ���2/�  

�A�$ !3��� ��. �� �V� ��/9� ,����$ �7��0 b�� � �0��:� �� ;0�� &27 �:7:$ !�� �/�. 
�/27 �
 E�� `�+ �� ��:� �� }��c !"�$ �� �� e�@� �N�:�S !3�:O ��. 
�	
��� ;�"���<� � �
�� �� &27 �N�:�S �� ������ e�@� �N�:�S !3�:O ��. 

`�+ W�� 
`�+ !�3
: 1( �N��� � ��J� �������V� ���<� !3��. 

             2( ��!J� ������ 1�� ��3\�� &
 � �� ���) �:" �
 � 2� �� �� �$ �H�!�� �$�V !��/$. 
 

(H2) ��
�  ���: (1)                                                                                     
al, a2,. . . ,an  ����J� �N$�V !3N2� �
 ;JN2� )� ��!J� P1, P2,. . . , Pn ���. 

����J� ,�� �$�V al, a2,. . . ,an  �N 
� �$ ���:� ��) !�� �N2$��: 
•  �N�	A:� �
 �� �� �'
~� ���<� ���� ,��O �)�!�� �:" ��   
•   �N��� � ;@� �V� �� �� )� ������ 

�:��A b:� �$ ;�" (H2) ��:��A ��� �
 !��:� �� �$ �O��� � h�/�JN2� ��:� �:�)� �$�M� 
���A ���O.  

1 1 2 2 n nu a p a p a p= + + +⋯
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`�+ W:� 
(H3)  �� �
�� ���H� ��!$ �G3� ,��$ &27 �:7� ���� �
 ��O�� ���/� ,������  
�7��0 �N"���$ (!�:" &27  �$ �� �
�� ���O ���$. 
�/27 �
 E�� �� `�+ �� ������$ (!3
 !��7 ��N�k� ��0 �!���� �:" ��. 

,��$ &27 !��7 ��N�k� ��0 E�!3K �M�N� )� E�� 6��5�+ �$ ��� !�� ��. 
(A)  ;c� L/7 ��V� :(superposition) 

�$ ��
�� (H2) �  (H3)��:� �� ��G� ��� �
 �
��	� (1) �� �43� ,��$ ,��$ ���� &N2�� �
  
�� �� �� � 2�P1:P2:...:Pn  �$�V ��� )��/� ��:O �
 �� �!N$� `�+ ���
 &��:$( � N	� 

��� �
 ,��$ �� �9:/M� ����P1,P2,...,Pn  1�� ���A�$ � � N	� ���. �$ 6�� 9 �H��  
�
��	�(1)  �$ ����� ��/9� ������ �N2$�� �2��. ) 6� V� �� �� [�N
 �	
��� !���/�.( 
�+�	� ����5 ��Vp� )Influence coefficients(: 

�O�P1  � P2 )�$ ����J�P1  �  P2( �� ,���� ,���N0� !3"�$ �
 �$ ����� �$ D�J� 1 � 2 ��/9�  
(!�:" � 1�0 )���<� ����( �� �47 �c�0 �� ��J� 3 ,��O �)�!�� �:" )y$��� ;�"(1.1:l 

( ��H�� �$ %��� (H2) �O�P1  �$ ���43� ��/9� (�:" 1�0 �� ��J� 3 �$��$ ��� �$ u3=c31P1 
. �O�P2  �$ ���43� ��/9� (�:" ,1�0 �$��$ �$u3=c32P2  ��M�� �:" ��. ��� �O�P1  � P2 �$  

&� ��/9� !�:" �� �
�� �
 � 2�P1:P2  �$�V (��� ��H�� �$ %��� (H2)  1�0 �� ��J� 3 
�$��$ ��� �$: 

31 323 1 2( )a u pc pc+′ ′=13/19 &�Q3� � ,�����O :,�G 
�:$� E�2�!/@� 

  �                             ��� �
 �:" �� w��� ��~� E�� �:3
� 
,�� �$�Vc31 , c32 ,etc. !���� ,���) ��/�� !��7 W�27� ��N�k� X�:0 P��	� �� . �� �� ��

 ��Vp� ����5 �� � ���	�� ��Vp� ����5,��gS(flexibility influence coefficient) !3��� ��. 
 

(B) ������ � ,�� �������<� D:$�� � ,�3	� ���H� ��
 �8
 W�M�� �!" e�:�   
������ 

�� �9:/M� ,���� �7��0P1,...,Pn  �
 ,�� �� &27 �V� !33
 �� �� �Q� !���H$. �:3
� 
���� �������<� �� D�J� �V� ������ � �� ,�N��� ������ �� �Q� !���H$ �
 �$ �� �� ���<� 

,�� ���� D:$�� (corresponding) �$ ,������ E�� D�J� !3�:O �� ),�� ;/	
� q�9  
���O ���� �$ ��:39 �7��0 ,������ �
 �$ &27 �V� !33
 �� �� �Q� �N+�O !�:" �� � ��  

�9:/M� ������ [:2@� !�:" ��(. 
��H��: 

 
 
 

��/
 }:+ ;JN2� )� ����� �V� ������$. �� �� ��
 �8
 W�M�� �!" ,�� &27 e�:�  
�9:/M� ������ !3�:O ��. 

 
 

3 231 3231, cc cc′ ′= =

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

,

(2) ,

.

n n

n n

n n n nn n

u c p c p c p

u c p c p c p

u c p c p c p

= + + +

= + + +

= + + +

⋯

⋯

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

⋯

1 1 2 2

2

11 1 12 1 2 1 1

2 2

21 1 2 22 2

(3)

.

n n

n n

nn n

p u p u p u

c p c p p c p p

c p p c p c p

+ + +

= + + +

+ + + +

⋯

⋯

⋯
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(C)  �:2
�� �+�]�� ��$��(Maxwell’s reciprocal relation) 
�������<� � ������ ��Vp� ����5 !3���JN� D:$�� ,��. 

                                                                                                (4) 
�$ 6�� 9 (�H�� ���<� ���� �� ��J� i �� �V� ��/9� ��$ !��� �� ��J� j �$��$ ��� �$ �������<�  
�� ��J� j �� �V� ��$ !��� �� ��J� i �$ �]�" �
 ������ � �� �������<� �$ &� D:$�� !3"�$.  

�3	� �� �������<� �� ,�N��� ,������ �� D�J� ,��O �)�!�� !�:". ) 6� V� �� �� [�N
 �	
���  
!���/�.( 
(D)  ��*A�N$ �+�]��- �8��(Betti-Rayleigh reciprocal theorem) 

 
 
 
 
 

�$ 6�� 9 (�H�� �� �� &27 ��N�k� (��0 ��
 W�M�� �!" e�:� �� �9:/M� ���� �
 ��  
��!N�� �������<� ,�� D:$�� ��M�� �!" e�:� �9:/M� ,������ ,�H�� W�M�� �!" !"�$ �$��$ 
��� �$ ��
 W�M�� �!" e�:� �9:/M� ,������ W�� �� ��!N�� �������<� ,�� D:$�� ��M��  
�!" e�:� �9:/M� ,������ ���. ) 6� V� �� �� [�N
 �	
��� !���/�.( 

nnnn upupupupupup ′++′+′=′++′+′ ⋯⋯ 22112211(5) 

ij jic c=

15/19 

`�+ !�3
 �9:/M� ,����$P1,P2,...,Pn  ,�� �������<� D:$�� u1,u2,...,un �� �:7:$ ����� 
!3"�$. E�3\/� `�+ !�3
 �9:/M� ,����$ ,�H��                   �
 �� ��/� D�J� � �N���  

�V� (!33
 �� ���<� ,�� ����                      �� �:7:$ ����� !3"�$. 
��H�� 

1 2, ,..., nP P P′ ′ ′

1 2, ,..., nu u u′ ′ ′

&�Q3� � ,�����O :,�G 
�:$� E�2�!/@� 

�N$ �+�] �� ��*A– �
��	� ;�" �$ �8��(5)  ;��" �� ��� &�/	� ��:� �� ����/�  �.0�K 
 ��:39 �$  � ������,�� �������<�  �8
�:G$ &�. 

× ×

16/19 &�Q3� � ,�����O :,�G 
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(E)  �G��
 ,-���(Strain energy) 
)� �:��A ��� ����3��:��� ��:� �� ���'N�� ��
 � ���N� ,�H�� &� �+�O.   

�NA� �/27 )� �Q� ������ �
�1�� � ���5 D�2 �� ������ ;$�A &GK �":S (!"�$ �:��A 
��� ����3��:��� !�:O ��: 
�� �� �)�$ ����) (E�	� ��
 W�M�� �!" ,�� &27 e�:� ,������ �7��0 =    

.��1+� ,-��� �G 37 � ,-��� �80�� �� ��/� �)�$ ����) 
�O� !3���+ �8�0 �N2�� (!"�$ ��H�� ,-��� �G 37 h� ��J� �'c ��� � &����: 
��
 W�M�� �!"=  6����<� ,-��� �80�� 
�O� ,-��� �80�� �
�� ��!$ .3� �� �'c `�+ (&�3
 ,-��� ���0C �!" ,-��� �G��
  

�!���� �:" ��.   
�O� ,-��� �G��
 ��U  (&���3$ )� e$���(3)  �  (4)&����:   

2

1 1 1

1 1 1
(6)

2 2 2

n n n

ij i j ii i ij i j

i j i i j

U c p p c p c p p
= = = ≠

= = +∑∑ ∑ ∑∑
P 

x x1 

P1 

P=kx 

1 1 2

1 1 1
0 0

1 1

2 2

x x

U pdx kxdx kx p x= = = =∫ ∫
17/19 &�Q3� � ,�����O :,�G 
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 �
��	� )� �O�(6) �$ � 2�Pi  &���� (&���H$ yNG�: 
 
 

 h�J�A� ���� ��]ui ��� .E���$�3$: 
 

(F)   ��*A :���8H�N2
(Castigliano’s theorem) 
 
 

�$ 6�� 9 (�H�� �O� 
•�� �9:/M� ������P1,P2,...,Pn  ,�� �� &27 hB��
 ��N�k� ��/9� 

!�:" � 
•,-��� �G��
 �$ �2� �	$�� )� �9:/M� P1,P2,...,Pn ���$ �!" (!"�$ 
      ��H�� 

     yNG� ��17 ,-��� �G��
 � 2� �$ �� ��$ (fYG� ���<� ���� D:$�� �� 
��J� ��/9� �� ��$ � �� ,�N��� �� !��:0 �:$.   

, i =1,2,…,n,j .ii i ij j

j ii

U
c p c p

p ≠

∂
= +

∂ ∑

(7) , i=1,…,n.i

i

U
u

p

∂
=

∂
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(G)   ,)�M� ��
 ;c�(The principle of virtual work) :���8H�N2
 W�� ��*A � 
�$ 6�� 9 (�H�� ,��$ �� &27 �
 �@� ��Vp� ,������ �7��0 �� ��� ���	� (��� ;c� 

��
 ,)�M� �� ��:� �� ,��$ ��G� ���� �8�� ��) �$ ��
 ��$ �
: 
�O� ,-��� �G��
 �$ �2� �	$�� )� ,�� �������<� D:$�� ���$ �!" (!"�$ ��H�� 

 
 

�$ 6�� 9 (�H�� �O� 
•�� �9:/M� �������<�u1,u2,...,un  �� D�J� P8NY� ,�� �� &27 hB��
 ��N�k� ��  

,�N��� ,����$ P1,P2,...,Pn �)�!�� ,��O �!" !3"�$ � 
•,-��� �G��
 �$ �2� �	$�� )� �9:/M� u1,u2,...,un  ���$ �!" (!"�$ 

     ��H�� 
       yNG� ��17 ,-��� �G��
 � 2� �$ �� �������<� (fYG� ��$ �� ��J� �)�!�� ,��O 

�� �������<� � �� ,�N��� �� �� !�� ��. 
) 6� V� �� �� [�N
 �	
��� !���/�.( 

�M�N� &4� (8) �$ %��� ��$��
 ;c� ��
 ,)�M� ,��$ �
�� ���	� �� &27 �$ ��� �!��  
�$ E�� D�" �
 L$�� ,-��� �G��
 �$ �2� �� �������<� �:7:� ���. E�� �
��	� ,��$ 

W�27� ���N�k� �
 ��$�� ��$-�������<� ��l ��0 !���� 1�� }��c ���. 

(8) , i=1,…,n.i

i

U
p

u

∂
=

∂
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