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 4�	�5� ��6
��� 7��8�� �� �9� ��,�: ��2 "�. %�;
 �<��3��
 ��<��3��
  

7�� ��6
���.   

-5.1  ��� ����(Gauss’ Theorem) 

�� � =�� >7��V  �� �9� 7�� ?$ �� �$ ��
  
S ��7�� @72 � ��� ��
 �� ��78
 ���7��  

��
��� + AB
 @72 �� ��<����$ C���� D��� 
�� ��
 �< EF + AB
 �� E�7 � �����$ ��
� G 

7(<� "�. H$�
 A(x1,x2,,x3) �� �� � =�� V+S  
I��8
 ' (� "� �� �� ��� � =�� J�B� ��KG  

�
�. @�?�F �� +;L �� : C��?��� "M�;8� '����: 
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A* � A** ����#�A  ��� ��
 S �
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* **
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�
�� ������ ��: 
PQ ������ ��: 

�M��8� ��
 C��?���) 1( �2�� ��� +A2 �$ E��
 "� ��: 
 
 

�M��8� R����$�($(1) �2�� ��� +A2 �$ E��
 "� ��: 
 
 

 "�$�B� S�$ E��
 "�             '0= C��?��� ���$�2��              ��. 
 R��T� ��U �$ V�: � W!'���F "� �
� �$ ��: 

 

(2) 
 

E�7 � ���3��
 Ajkl... �� �� �9� 7�� ?$. �:� � =�� V ��	�� �� ��� ��
 S �� � =�� I��8
  
Ajkl... R72�$ � X�, ��2 ��< ��MY� Ajkl… �B ;< ��KG J�B� R7(2�$ 

@�?�F �M��8�(2)  ���$ �< ��MY� ��3��
 +$�! ��$��� �
� � E��
 "� �2��:  
 

(3) 
 

 +A2"Z� V�: � W! 

3A x∂ ∂

* **

1 1

* * ** **

1( )
S S
A ds A ds A dsν ν ν+ =∫ ∫

1

1
V S

A
dV A ds

x
ν

∂
=

∂∫ ∫

V S
i

i

A
dV A ds

x
ν

∂
=

∂∫ ∫

... ...jkl i jkl
V S

i

A dV A ds
x

ν
∂

=
∂∫ ∫

3

*

2 1

*dx dx dsν=
**

2

**

3 1dx dx dsν= −

2A x∂ ∂

��
 �$ ��;L �A� ����$ � =�� '0= 3/35 ' 9(
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��eijk  �B 
���G +O; 
 �
�.  
���$ �� �78$ �� @��7�� �< [�7�� 1 � 2 �
�R ��< C��?��� '0= � ��
 �$ \ 
�
 �$ ��< C��?���  

��
 � �� ��6?��& 7��2 "�.   
 
* �� >��� � �	
 7 ��;�. 

 �?�� ��<��$��� �� V�: � W! �� @����
�) �Z]3�5.1  7 <� E�B�( : 

"3�7�� +A2 �����$ +A2 

∗

, gro adri idV ds dV dsφ φ φν ν φ= =∫ ∫ ∫ ∫
�

, ,ijk k j ijk k je u dV e u dV=∫ ∫
ijk k je u dSν= ∫

curlor u uijk k je u dS dV dsν ν= = ×∫ ∫ ∫
� ��

, dio uνv uri i iiu dV u ds dV dsν= = ⋅∫ ∫ ∫ ∫
���

curl u u= ∇×
�� �
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5.2 –   	
��� 
 ���� ����)���� (����
 ����� 
(Material and Spatial Descriptions of Changing Configurations) 

1 2 3
ˆ ( , , , ), 1,2,3i ix x a a a t i= =

4�	�5� ��6
��� �� >�5���  
' (� "� � 4�	�5� �� ��#� ��  

�9�M t=0 ��  (a1,a2,a3) �� �9� 
'�� : "�. �� E��� ��?�� @�^  

���= @��� � �$ � ��#� 
(x1,x2,x3) �� E�;< '�3 
  

4�	�5� 7
� "�.   
��$�� ��� � 8!�� @�^ �� ��  

��< E��� IZ�5� �$ '< _�$�� 
7(� "�.   

 

(1) 

5/35 

�:� � (Q �� �M��8� ���$ �< �� @�^ �� '3& %�Z8� R72�$ @�?�F �`5���
 ���= +� '3& ���$ 
�� %�Z8� �
�.  �M��8� (1) �� �9� "a��� �� C�#��� )�2�?�( � ��� D(a1,a2,a3) �$ � ���  

D’(x1,x2,x3) �$ ������G t �
�. 

+�� ��#$ %�&:   
� ��� "
�
� %�3&� ��� �
� �� ����� 7�� %�&.  

�� � ��A� R� 
T� X�, ��2 "� �� %�& R�
���G "(8� 
%�& @��� �� '3& �� ��< E��� IZ�5� E�3A� �
�.  

�� � ��A� � �� ��
� G E�6,� �$ EF X�, ��2 "� �� %�& �� H$�
 ��
� G �� '0= �
�. �$ 
4��OL R�?�� 
X�, ��2 "� �� �� � ;� �Ob�ρ  �� "M�?Q @7 ��� ��2 "� �� �< ��#� �� '3& ��&� ���� 

�� �$ +A2 7= ��� I��8
 R��2 "� 
 

(2) 
 

�� �� EF Bk �� �M�O�� ��7���� �� �L�;0� 4��^ �
� �� �� ��#� X @��B, 7�� @72. ��9(�  
�� X 4��OL �
� �� (x1,x2,x3). 

"M�?Q �� ��#�(a1,a2,a3)  �� �9�M t=0 �3
��OL �� ρo(a) . 
��#$ %�& �$ ��$�� ��� E� $ ��2 "�.   

 

(3) 
 

�� C��?��� ��� E�;< 4��^ ��,�: ��2 "�.   
�� �0�F �� c�U PQ �M��8� 4��OL �
� ��: 

mass of
(x) lim

volume of

k

k
k

B

B
ρ

→∞
=

1 2 3 0 1 2 3(a)(x)
DD

da da dadx dx dxρ ρ
′

=∫ ∫

1 2 3 1 2 3(x) (x) i

jD D

x
dx dx dx da da da

a
ρ ρ

′

∂
=

∂∫ ∫
6/35 
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 � ��� �< ���$ 7��$ ��$�� ��� E�Q �D 7(2�$ �$��$ 7��$ �< C��?��� ��� R72�$ ���!�$: 
 
 
(4) 
 
 

�L�
 @�^ (a1,a2,a3) �� � 3� d���= �$ �M��8� (l)                            e5B�  
R��2 "� 4��OL �
� ��: 

 
 

(5) 
 

�� �
� 4��OL EF >��2 �: 
 

(6) 
 

 ��a   @7(<� E�B�(a1,a2,a3) ��2 "� ��2�� @�?� �$�f � �
�. 

0

0

(a) (x)

(x) (a)

i

j

i

j

x

a

a

x

ρ ρ

ρ ρ

∂
=

∂

∂
=

∂

(a, ) (a, )i iv t x t
t

∂
=

∂

2

2
(a, ) (a, ) (a, )i i iv t x t v t

t t

∂ ∂
= =

∂ ∂
ɺ

1 2 3
ˆ ( , , , )i ix x a a a t=

7/35 ' 9(
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E� $ 7��� 4��  g
 "A ��A� �� �� (a1,a2,a3)  � t �$ E��(L ��<� g�� +#�3� @����
�  
R7(� "� E� $ ���� (material description) �� �h���:i @7 ��� ��2 "�.   

 
�� � ��(�� R4i� 
 �$ ��U C�;8� �� �� E� $ �?�� �� E� $ "��W, )���&( �
�  

@����
� ��2 "�. �� E� $ "��W, � 8!��(x1,x2,x3)  � E���t  �$ E��(L ��<� g��  
+#�3� �� �9� ��,�: 7��2 "�. ��� E� $ �
 �=�� �
� ���� �� : @��7�� �� ��B $  
4i� 
 �$ V�
� �`�F �� �� +�� e5B� ��� 7<� "� � 3�
 ��2 "� � �� C�O��  

E��� 4��^. �$ ��� E� $ ��M�� 7(��: "�. 
 

7(Q�< j�� C�� �$ �h���:i c��8� @72 "M� �< �� j�� \3�(� �$ �M�� �
�.  
 

��<� g�� a1,a2,a3,t �� ki�;8� ��<� g�� �h���:i � x1,x2,x3,t �� ��<� g�� ��M��  
l7(��: "� � �$ ��$�� (1)                                                  �$ '< _�$�� 7��2 "�. 

 
���$ �� @�^ �� � 8!�� (x1,x2,x3) �
 �=�� ��� �
� �� ' ��?$ @�^ �$ 4�	�5�  

�h���:i (a1,a2,a3).  

1 2 3
ˆ ( , , , ), 1,2,3i ix x a a a t i= =

8/35 ' 9(
 � ���F��: :��BOM��$� � 3=7;��  



�������� ا��ا�����: 
�د
ور� و �����  12/6/2025 

5 

�� �� E� $ R"��W, ���= "�F )�� �9�M( '3& �$ E�7 � ����$ �L�
 vi(x1,x2,x3,t) _�$�� �$ 
� 8!�� "�F �< @�^ E� $ ��2 "�. >��2 @�^ �� ��$�� ��� �$ �
� 7�F "�.  

 
(7) 
 
 

4�Of�: �� @�^ �� �� E��� t �� � 8!�� (x1,x2,x3) ���! ���� �� E��� t+dt �$ � 8!�� �� ��#� �$ 

4�	�5� xi+vidt 7
� "�. ����$�($ >��2 4��OL �
� ��: 
 
 

 
� �$ V�
� � W! ��Z 
 '����: 

 
 �M��8� �$ ��(7) 7
� "�. 

 
 

�Z;& C�� �� �M��8� (7) 7���
 "� �$ ��� +A2 � 3�
 ��2 �� �$ \O
 "?�3$�� E�7 � �L�
 �$ E���  
l�
� 
�Z;& %�� �$ \O
 '�
 ���= @�^ �� E�7 � �L�
 �� �9�M �
�.   

R����$�($ ��� 4T;& �$ \ 
�
 ��< d5$ "Z�� (local) � � ������(convective)  >��2 @7 ��� 
7��2 "�. 

(x, ) (x, ) (x, )i i
i j

j

v v
v t t v t

t x

∂ ∂
= +

∂ ∂
ɺ

( , ) (x, )
(x, )

i j j i

i

v x v dt t dt v t
v t

dt

+ + −
=ɺ

(x, ) ( , ) (x, )i i j j iv t v x v dt t dt v tdt = + + −ɺ

(x, )i i
i j i

j

v v t
v dt dtv v

t x

∂ ∂
= + + −

∂ ∂

9/35 

E�;< "Z�i� �� �$ �M��8� (7) R7 ��0�� �$ �< H$�
 F(x1,x2,x3,t)  �� �$ 4��^ �� C�= 
���= _�$�� ��2 +$�! ��$��� �
� 7(��� �&�� 4���=.   
�M��8� (7) �� J�B� ���� 6 � 7(��� "� �� �$ �� ��#� �� ��;�D/Dt  E�B� @��� ��2 "�. 

 
 
 

(8) 
 
 
 
 

�� a=(a1,a2,a3) 4�	�5� �h���:i �� @�^ �
� �� �� E��� t �� � 8!�� x �
� �� �$  
�M��8� (1) �$ '< _�$�� 7��2 "�.   

 
R����$�($ J�B� ���� �$ +A2 ��� I��8
 ��2 "�.   

 

1 2 3

. 1 2 3

.

x const

a const

F F F F F
F v v v

t x x

D

xDt

F

t

=

=

∂ ∂ ∂ ∂ ≡ ≡ + + + ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂ ≡ ∂ 

ɺ

i

i

D
v

Dt t x

∂ ∂
= +
∂ ∂
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5.3 - ��  !�"#$% ���� &#'� 

7�� ?$ �9� �� ��2 "� ��,�: '3& ��� �� '0= C��?��� ��. 
 

(1) 
 

��A(x,t)  E�B� @7(<� �� � ��� � �� ��
� G �
� � C��?��� �� �9�Mt  "$����� ��2 "�. 
' <��� "� ' ��7$ ��� '3& m�� 4��  g
 ��7#� I �� ���?Q 7( $ "�.  

,v ′

,v
v= ∆

(x, )
V

I A t dV= ∫

R����$�($ J�B�I  �O3� �$ E��� �� �L�;0� 4��^  
"
�LTU� �
� �� +��� �$ ��3��� ' �F. "(8�   

 
E�(�� @�^ H!�� ��xi  �� �9�M tR �� E��� t+dt 

4�	�5�x΄=xi+vidt  �� 7<��� �2��. ��� S  
'3& �� �90M t �� E���t+dt  �$ ��
 S΄ ��  

"?��3;< �  g
 E�A� ��,�� �� '0= V΄ �� @7��2�G 
�
�. 

Fig. 5.3:1. Continuous change 
of the boundary of a region. ,V V V dv dv′ ′= + ∆ ≅

DI

Dt

Skip to 13 
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[ ]

0

0

1
lim ( , ) ( , ) ( , )

1
lim ( ,

1
( , )) ( , )

dt
V V V

dt
V V

DI
A X t dt dV A X t dt dV A X t dV

Dt dt

A X t dt A X t dV
dt

A X t dt dV
dt

→
∆

→
∆

 
= + + + − 

 

  
= + − + 

  
+

∫ ∫ ∫

∫ ∫

(3) j

V V

j

S

D A
AdV dV

Dt t
Av dSν

∂
= +

∂ ∫∫ ∫
�� "$�����                                    E��
 "� ��: �� �� E��� �� 3$ �Q�� )dt(R    

 

 A(x,t+dt)  �$��$ �$ A(x,t)  ���  ���  ��
 S �
� �  C��?���                            n�;0�   
 

A(x,t)   "���� @��$ �� �� �
� "��< '0= ��dt  ��� �� �� "
��^ �
�
S  >���& 7�� @72 H!��
"� ��2 . �$ ��;L ��& �� �A� ����$    �:� C�=S              �$ �$��$ ��� E�A� �  g
 ��7#� E�Q R72�$

 E�;M� 4��^ �
�
 �� ";0= [G R�
�ds "� >���& ��� ��� �$ �
� �$��$ ��2: 

0

( , )
lim
dt

V

A X t dt
dV

dt→
∆

+
∫

( , )

V

A X t dt
dV

dt∆

+
∫

iνiv dt

0

1
lim ( , ) ( , )
dt

V V

DI
A X t dt dV A X t dV

Dt dt→
′

 
′ ′= + − 

 
∫ ∫

 ���� J�B�I �� �
� 4��OL: 
 
(2)  

"� 4�Of� 6 � �� %�
 �Z;& � �
� J�B� I��8
 C�� �Z;& �� ��2 "� ��� 7(��� �� ' (�. 

4�Of�: 

Nu: Unit Vector Normal to the Surface 

12/35 
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����$�($ +;L J�B� ���� � C��?��� "��W, (spatial) �� �M�= "Z� "��0$�& ��KG��  
(noncommutative) R�
� "(8� E��
 ";� ��
��G� J�B� �� ��� C��?��� ��$. 

0

( , ) ( , )
lim i ii
dt

V

i

S S

A X t dt A X t
dV v dsdt A

dt
ds

dt
vν ν

→
∆

+
= =∫ ∫ ∫

,  not summediidV ds iv dtν=

********* E�(�� �� ��$�� )3( �$ @����
� �� ��$�� V�:R C��?��� ��
 �� �$ C��?��� '0= +�7O
 "� ' (�: 
 

(3) 
 
 
 
(4) 

( ) ,  is a dummy indexj

jVV V

D A
AdV dV Av

Dt
j

xt
dV

∂
= +

∂
∂

∂∫ ∫ ∫

( )
V

j

SV

j

D A
AdV dV

Dt t
Av dSν

∂
= +

∂∫ ∫∫

 ���� J�B� I��8
A  ) ��$��)8(( 

( )
j

jV

vDA
A dV

Dt x

∂
= +

∂∫

( )
j

j

j jV

vA
v A

x
V

x

A
d

t

∂∂
∂

=
∂

+
∂

+
∂∫

V

D
AdV

Dt ∫

ix

Nu: Unit Vector Normal to the Surface 

13/35 

 
 
 
 

 

 5.4 -  	"#(��) �*����(Continuity) 
E�(�� �$ @����
� �� o���� ��< d5$ R� B G E���! p�#$ %�& �� �$ 7(Q +A2 �?�� �� "?Z;& C��8� 7�� '< 

E� $ ��2 "�. 
"��& �� �� E��� t '0= V  �� C�g2� @��� 4��OL �
� ��: 

 

(1) 
 

 ρ =ρ (x, t)   4��OL �
� �� E�7 � "M�?Q � �� ��
� G   
p�#$ %�& >�0�� 7(� "� ��:  Dm/Dt=0 

J�B�  Dt/Dm �$ "(�6?��& ρ �$ ��& A �� 4i��8�  )3:3.5(� )4:3.5( �$ �
� 7�F "�: 
 

(2) 
�$ @����
� �� � W! V�: �Z;& %�� �� �$ C��?��� '0= ��6?��& ' (� "�:   
 

 
�� �0�F �� >��& 7��$ ���$ �< '0= ��� ��� V ���!�$ R72�$ ��� C��?��� 7��$ ��� 72�$.   

 

(3) 

 
(4) 
 

��� 4i��8� ���Q +A2 E� $ 4i��8� "?�
� G �
�. 

( ) 0
V

j

jV

v dV
x

dV
t

ρ
ρ

=
∂

∂
∂

+
∂ ∫∫

V
m dVρ= ∫

( ) 0j

V s

jdV v ds
t

ν
ρ

ρ
∂

+ =
∂∫ ∫

0
j

j

v

t x

ρρ ∂∂
+ =

∂ ∂

0
j

j

vD

Dt x

ρ
ρ

∂
+ =

∂

▲ 

▲ 

▲ 

▲ 
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 �M��8�(3)  '0= �� ���$ �� "?�
� GV ' �2��: 
 

(3) 
 

 "?�
� G �M��8� �����$ +A2(3) 
 
 

 I��8
[��*���� 
)�!� ��2 �� ����$ �$ +A2 �(������(� �� �9� ��,�: @72 "M� �� ����� �M��8� "?�
� G �$  

\3= ��< ��MY� "A�6 , �L�
 ��2�� ��2 "� �� �� EF "!�, � $ ��< [�7�� �(����� ��  
�(������(� 7<��5� ��$. ( 

 ����6
���  �M��8� ��(3)'����: 
 
 

 +�,#-� �� 	"#(��) +.����  
 �% �$%�#(% /0
1���2

�
�2 

( ) 0v
t

ρ
ρ

∂
+∇ ⋅ =

∂

� �

( )
0

j

j

v

t x

ρρ ∂∂
+ =

∂ ∂

( )( ) ( )
0

yx z
vv v

t x y z

ρρ ρρ ∂∂ ∂∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂

div r

r
F F F= ∇ ⋅ =
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2 1

12

j j
j j

jj jj

v v
v v v

x x

σ
σ

ρ ρ
ρ ρ ρ

∂ ∂
= +Γ = +Γ

∂ ∂

2 1

12 0
j

j

v
v

t x

ρ ρ
ρ

∂ ∂
+ +Γ =

∂ ∂

, ,r r r z z z

rr zzu g vu g v v u g vrv vθ θ θ
θθ= == = = =

1
0

r z

u
r u ur

t r r z

θ

ρρ ρ ρ
θ

∂∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂

2 1 2 2

22 21 122

1 0 0
1 0 0

1 1
0 0 , 0 0 , , , and other 0

0 0 1
0 0 1

ij i

ij jkg r g r
r r

 
   
   = = Γ = − Γ = Γ = Γ =    

  
 

�� 4�	�5� �� �����
� '����: 
 
 
 
 
 
 

�M��8� "?�
� G (3) �$ \3= ��< ��MY� ���3��
 �L�
 

 
 

��< ��MY� "A�6 , �L�
: 

1
0

r z
rv v v
v

t r z r

θρ ρ ρ ρ
ρ

θ
∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + =
∂ ∂ ∂ ∂

→

1 ( ) 1 ( ) ( )
0

r zr u u u

t r r r z

θρ ρ ρ ρ
θ

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂

div r

r
F F F= ∇ ⋅ =

Skip to slide 19 

�M��8� "?�
� G �$ \3= ��< ��MY� "A�6 , �L�
 
�&�
 ��2 �� +�� [�7�� i�$ �� � ��G �� ��MY�  

"A�6 , 1��� �3 � ���� ��3��
 �3 � �� E���!  
C�#��� EF �� e5B� 7(�. 
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2

2

2 2

2 2

1 0 0
1 0 0

1
0 0 , 0 0

0 0 sin
1

0 0
sin

ij

ijg r g
r

r

r

ϕ

ϕ

 
 
  

   = =   
    

 
 
 

 4�	�5� �� ����'����: 

1 1 2

22 33

2 2 2

21 12 33

3 3 3 3

13 31 23 32

sin

1
sin cos , and other 0

1
cot

i

jk

r r

r

r

ϕ

ϕ ϕ

ϕ


 Γ = − Γ = −


Γ = Γ = Γ = − Γ =



Γ = Γ = Γ = Γ =

1 2 3
, ,x r x xϕ θ= = =

2 1 3 1 3 2

12 13 23

j j
j j

jj jj

v v
v v v v v

x x

σ
σ

ρ ρ
ρ ρ ρ ρ ρ

∂ ∂
= +Γ = +Γ + Γ +Γ

∂ ∂

div r

r
F F F= ∇ ⋅ =

17/35 

11
2 1sin

cot 0
r

r

uu
u rr u u

t r r r

θϕ

ϕ

ρρρ ρ ϕ ρ ϕ ρ
ϕ θ

∂∂∂ ∂
+ + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂

1
0

sin
t

21 1
co

r
ruu

u
r

u

t r r r
u

r

ϕ
ϕ

θρ ρ
ϕ

ρ
ϕ ρ

ϕ
ρ

θ
ρ

∂ ∂
+ =

∂
∂

+ +
∂

+
∂∂

+
∂

1 1
cot 0

r
r rv v v
v v v

t r r r

ϕ θ
ϕρ ρ ρ ρ

ρ ρ ϕ ρ
ϕ θ

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂

, , ( sin )r r r

rr u g v r vu g v v u g v r vθ θ θ
θ

ϕ
ϕϕ θ

ϕ ϕ ϕ= = = == =

 ��< ��MY� \3= �$ "?�
� G �M��8�"A�6 , �L�
 
 
 
 

7(�$�f �7L 7(��� �� : J�B� �� � 7(�3 � �?�7A� �� "8$�
 4�	�5�. 

2

2

1 ( )
0

sin

1 ( sin )

sin

1 ( )rr u

r rrt

u u

r

θϕρ ϕρ
ϕ

ρ
ϕ θϕ

ρ∂ ∂
+ =

∂
∂

+
∂ ∂

∂
+

∂

 "?�
� G �M��8�(3)  ��< ��MY� \3= �$���3��
 �L�
 

2 1 3 1 3 2

12 13 23 0
j

j

v
v v v

t x

ρ ρ
ρ ρ ρ

∂ ∂
+ +Γ + Γ +Γ =

∂ ∂

 ��< ��MY�"A�6 , �L�
: 
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�� � =�� "M�;8� �$ '0=  V�� �< �9�M tR '�(��� "�� ��� �� ����.  
 

 

(1) 
 

�:� '3& ��
 � fq
 �� �B��
 "��
     72�$ � ��� � �7OM�� �$ 7=�� '0=Xi  R72�$ ��� �  
7(�F�$ 4��OL �
� ��: 

 

(2) 

5.5 - �2�  �*���� 
E���! ���= �
� � 7��: "�:   

�� �� 4�	�5� "
�(�� 
 

 

   '3& �� "�� '�(��� 4��  g
 ���� m�� 

i iP v dm= ∫

i i
V

P v dVρ= ∫

i i i
s V

F T ds X dV
ν

= +∫ ∫

iT
ν

   =    7(�F�$ ��<�� � @���� 

� � (`;< 
 

m�� ���� 4��  g
 E�;� '�(��� �O3� �$ 
6��� 4�	�5� 

= E�;� 7(�F�$ ��<�� � @���� �O3� �$ E�;<  
6��� 4�	�5� 

19/35 ' 9(
 � ���F��: :��BOM��$� � 3=7;��  

�$ V�
� +�� d(
 �M�� � "Q�� )��< d5$ 3.2  � 3.3(R              ��σij  E�7 � d(
 � νj   

����$ �A� C���� �$ ��� S '0= V � �� ��7��� D��� �� ��
 �
�. 
 

�$ "(�6?��& �� �M��8� (2) � �$ @����
� �� � W! V�: ���$ +�7O
 C��?��� ��
 �$ R'0= '����: 
 

 (3) 
 

�!� ��2 ��  σij�� H!�� E�;< τij �
� ���� �� '�3 
 4�	�5� ��6
��� ��< ��MY� "A�6 , �  
���3��
 "A� 7(�3<. 

�� ���� "� E� $ �
� � E���!: 
 

(4) 
 

 �M��8� V�
� �$ R����$�($(5.3:4) R(                                                       )  
 

 ��,�: �9� �� �$ρvi    ��& �$A '����: 
 

(5) 
 

�� �0�F �� ��� �M��8� 7��$ ���$ �� '0=  V��� ��� ���!�$ R72�$ ��� �< C��?��� �� �$��$ '< ���! 
' <� "�. ����$�($: 

i ij jT
ν

σ ν=

( )
ij

i i
V

j

F X dV
x

σ∂
= +

∂∫

i i i i

V

D D
P F v dV F

Dt Dt
ρ= → =∫

[ ( )] ( )
iji

i j i
V V

j j

v
v v dV X dV

t x x

σρ
ρ

∂∂ ∂
+ = +

∂ ∂ ∂∫ ∫

( )j
jV V V

D A
AdV dV Av dV

Dt t x

∂ ∂
= +

∂ ∂∫ ∫ ∫

20/35 
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 (6) 
 

 �M��8� PQ c�U(6) �$ �
� �$��$: 
 
 

6����G C�� �$ V�
� �M��8� "?�
� G (5.4:3) ��� �
�. 6����G %�� >��2 Dvi/Dt �
�.  
����$�($: 

 

(7) 
 

��� �M��8� ���= ��M�� �� '3& ��
� G �
�. 

�:� J�B� ���KG E�7 � d(
                 �� E�7 � '�(���                     �� E���� X�, 

R��� �� �M��8� (5.3:3)                                             ���$ �O
��� DP/Dt   @����
�  

��2 "�. @�?�F �M��8� (2) � (4) ��$�� ��� �� 7<� "�. 
�M��8� �M�� �$ +A2 "M��?��� 

 

(8) 
 

4i��8� C��8
 "A 
��
� �$ ��� ���! E��� ��< ��MY� �L�
 �$ �
� 7�F "�. 

( )i
i j

j

ij

i

j

v

t x
v v

x
X

ρ
ρ

σ∂
= +

∂
∂ ∂

+
∂ ∂

( ) ( )
j i i

i j

j j

v v v
v v

t x t x

ρρ
ρ

∂ ∂ ∂∂
+ + +

∂ ∂ ∂ ∂

j

i

j

i iDv

Dt
X

x

σ
ρ

∂
= +

∂

( )i
ij ji j i

V S V

v
dV v v ds X dV

t

ρ
ρ νσ

∂
= − +

∂∫ ∫ ∫

( )
V V S

jj

D A
AdV dV Av dS

Dt t
ν

∂
= +

∂∫ ∫ ∫

( )
ij j

xσ∂ ∂( )
j j

v xρ∂ ∂

0 

21/35 

5.6 -  �#3��� ��4�(Moment of Momentum) 

��$��� E���! [�i�$ '�(��� �� ����� �� �M�= r�� C��8
 "A 
��
� �$ E��#
 ��3��
  
d(
 7 ��0��  )d5$ 3.4 �� 7 ( O$(.  

E�(�� E�B� ' <��� ��� � W! '�(��� R�� ����� �� �M�= "A ��(�� ����7�� ���B $ ��� 
���= �� � �� ��
� G ��&�$ ���F ";�. 

 
�� �9�M t ";3& �� �� � =�� V �� �W, �$ ���S  �O3� �$ 6��� 4�	�5� E�;� ";�(��� �$  

+A2 ��� ���� ]�M��8� (3.2:2)[ 
 
(1) 
 

�:� '3& ��
 � fq
 �B��
     � ��� � �7OM�� �$ 7=�� '0= Xi R72�$ 7(�F�$ E�;� C�= 6���  
4��OL �
� �� 

 
 

(2) 

iT
ν

i ijk j k
V

H e x v dVρ= ∫

i ijk j k ijk j k
V S

L e x X dV e x T dS
ν

= +∫ ∫

Skip to slide 25 
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�:� ��$�� "Q��                  �� �$ C��?��� ��F C�;L� ' (� � �0 �� �� �$ @����
� �� � W! V�:  
�$ C��?��� '0= +�7O
 R' (� '����: 

 

 
(3) 

( ) ( ) ( ) ( )
j

ijk j k ijk k ijk j k ijk k j ijk j k

x
e x v e v e x v e v v e x v

t t t t
ρ ρ ρ ρ ρ

∂∂ ∂ ∂
= + = +

∂ ∂ ∂ ∂

jkl j

v s

i kl

i

A dv A ds
x

ν
∂

=
∂∫ ∫⋯ ⋯

[ ( )]
ijk j k ijk j lk

l

ijk j k

v v

e x X e x d
D

e x v dV
xDt

Vσρ
∂

+
∂

= ∫∫
A 

[ ( ) ( ) )]] [ (
ijk j k ijk j ijk j k ik jk j lk

l

l

l vv

e x v e x v v dV
t x

e x X e x dV
x

σρ ρ
∂ ∂

+ =
∂

+
∂

∂
∂∫ ∫

�
� ��� � j��� �� ����$ "&��� >�a �������

"�   ' ���                                                          '���� ����$�($: [ ( )]j

jV V

D A
AdV Av dV

Dt t x

∂ ∂
= +

∂ ∂∫ ∫

 � =�� �< ���$ �� ���� "� E� $ �M�� E���!V 
 

(4) 

J�B� ����нi  �� �$ V�
� (5.3:4)                                                       "$����� ' (� "�  
� �$ @����
� �� �M��8� (3) '����: 

k lk lT
ν

σ ν=

,( )i ijk j k ijk j lk l
V V

L e x X dV e x dVσ= +∫ ∫

i i

D
H L

Dt
=

( )j
jV V V

D A
AdV dV Av dV

Dt t x

∂ ∂
= +

∂ ∂∫ ∫ ∫

����$�($: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 �M��8� ����� ��(5) 7�F 7<��� �� ��� +A2 �$. 
(6) 

( )ijk j k l

l

e x v v
x

ρ
∂

=
∂

�������

�
� ��� � j��� �� ����$ "&��� >�a 

( )ijk j lk

l

e x
x

σ
∂

∂

�����
,(5) ( ) ( ) ( )ijk j k ijk j k l ijk j k ijk j lk l

l

e x v e x v v e x X e x
t x

ρ ρ σ
∂ ∂

+ = +
∂ ∂

,[ ( ) ( ) ] 0ijk j k k l k lk l ijk jk

l

e x v v v X e
t x

ρ ρ σ σ
∂ ∂

+ − − − =
∂ ∂

( )
j

ijk lk ijk j lk

l l

x
e e x

x x
σ σ

∂ ∂
= +

∂ ∂

,ijk jk ijk j lk le e xσ σ= +
,ijk lk jl ijk j lk le e xσ δ σ= +

[ ( ) ( )]
j

ijk k l j k l

l l

x
e v v x v v

x x
ρ ρ

∂ ∂
+

∂ ∂
[ ( ) ( )]ijk jl k l j k l

l

e v v x v v
x

δ ρ ρ
∂

= +
∂

[( ) ( )]ijk k j j k l

l

e v v x v v
x

ρ ρ
∂

= +
∂

24/35 
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�
� ���= �M��8� ���� �
� ��� �2��� +��� H;& . 
 �M��8� ����$�($(6) 7�F "� �� ��� +A2 �$. 

 
(7) 
 

"(8� 

 
 

R����$�($ �:� ��3��
 d(
 E��#�� R72�$ E���! [�i�$ E�;� '�(��� �$ @���F 
��2 "�. 

jk kjσ σ=

0ijk jke σ =

25/35 ' 9(
 � ���F��: :��BOM��$� � 3=7;��  

5.7 –  �%5�� +.���� �
�( 

  (Other Field Equations) 
E���! "����G )p�#$( �*��� 6 � 7��$ �$ ���= �� � �� ��
� G '��= 72�$.   

�:� �� �� �Z]3� ��(
 �*��� "A ��A� ���� �9� R72�$ @�?�F �M��8� �*��� 7���
 "� 
�$ �� : C��?��� �� �M��8� ���= )7:5.5( �$ �
� 7�F. 

 
�:� +��8
 7(�F�, "
���= � "A ��A� +$�! �&�
 R72�$ @�?�F �M��8� �*��� +��2 
�� �Z;& �*��� "
���= �
� �� �� �M��8� "Z#�3� �
� �� 7��$ @���F�$ ��2.  

�M��8� �*��� �� �� d5$ 12.2 >��� ���� S�$ ���! ��,�: �� �0(�� 1��� 
��2 "�. 

26/35 ' 9(
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4i��8� R"?�
� G 4i��8�(5.4:3)  

 
� ���= (5.5:7)  

 

���Q �M��8� 7(�3< ���$ @� C��0� �� H$�
 � 8!�� � 7�� E���R �  
7(
��OL ��: "M�?Q ρ R �
 ��MY� �L�
vi  )�� ��< E�A��  g
 ui( �  

d2 ��MY� +#�3� d(
 σij. 
����$�($ ���$ �  8
 ���= '3& ��
� G %�i �
� ��< ����7��  
��?�� 6 � C�;L� ��2. 

�� @��: �� � (Q "��< ����7�� E� $ r��� "A ��A� @��� �$ +A2  
��$�� � $ d(
-d��� �
�. E� $ ��� r��� �� 4i��8� �	5B�  

(constitutive) 7(��� "�.   
4i��8� �	5B� �M�	� � �
i� � � �
TG �� +	, 6 1���  
��2 "�.   

0
j

j

v

t x

ρρ ∂∂
+ =

∂ ∂

iji
i

j

Dv
X

Dt x

σ
ρ

∂
= +

∂

27/35 ' 9(
 � ���F��: :��BOM��$� � 3=7;�� 

 �Z]3�7 ����, +���
 �?�� ���< �� �
 � @��� += �� ���: 

5) 3 

 ��< ���;
"ZO!: 

"Z�� >��� �� �Z]3�  ����137 

2) 1,2,5,6,10, and  A1-A12, 2) 12-23, 25-32 
3)8,11,13,14, 3)1,2,3, 4) 2,16,17,19,   
3)6,7,8,  3) 9,  5) 3,12,13,14,15,17,  6) 
2,3,4,6 

28/35 ' 9(
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12.1 –  6���3
����� 0�$%�� 
�7�$� 7(Q I��8
: 

'�3 
: �� @��
 r�� �� @��� �� ���� �8M��� ���! �� : "�. 
'�3 
 ��3$: ";�3 
 �� �$ � �� d,��U� C��O
 @��� ���7�. )�� �0(�� �#,  

��< '�3 
 ��3$ ���� S�$ ���! �� : "�.( 
'�3 
 �M�6��: ";�3 
 �� y < "B(� '<�$ � $ EF � � �� ��&� ���7�. 

 

 !
% ��$��6���3
����� 
�:� �� ";�3 
 �� �� �9� "
���= �M�6�� �
� �� E���$ �� ��<� 3� IZ�5� �� �M�= I 
�$ �M�= II C�#��� R��� ��� %�0�� @72 ��� '�3 
 ���$ %�;
 ��� �<� 3� )� �M�6��(  

E�3A� �
�. 
 

�� ��� E��
 "� �0 �� �,�: ��: 
�� H$�
 �
 ���7#� �� �� '�3 
 ��&� ���� �� �*��� @7 ��� ��2 "� E�(`�F ��  

���$ �� 7(�F�, ���� "$ )� 
�$���F( d��6,� �*��� �$��$ �
� �$ ��� %�0�� @72 ���  
'�3 
. ����$�($: 

I 
II 

Path 1 

Path 2 

Path 3 

29/35 

(1)                      ∆ energy= work done     [(adiabatic) ]7(�F�, ���� "$   
 

��<7(�F�, "��;L)'L� �� � 
�$���F �� � z � 
�$���F(: 
E�(�� 4���= Q >K& @72 �
�
 '�3 
 �� �$ +A2 ��� I��8
 ' (� "�: 

d��6,� �*��� '�3 
 ���(� ��� %�0�� @72 ��� '�3 
. 
 ����$�($:   

(2)   Q=∆ energy- work done ( �;< �<7(���, ) 
�� 

(3)                                 ∆ energy=Q+ work done 
�:� ��� ��$�� �� �$ E��(L E� $ ��#$ �*��� �� �9� '�� ?$ � �$ ��$�� (1) �3��#� R' (� @7<�B�  

��2 "� �� �*��� '�3 
 7���
 "� �� �$ ��� %�0�� @72 ��� '�3 
 �� �$ >K& 4���= d��6,�  
7$��. 

 
�*��� +� �� ��< �*��� "�Z�5� + AB
 @72 �� 7(
��OL ��: �*��� "BO(& KR �*��� "Z#f 

(gravitational) GR � �*��� "Z��� E. ����$�($ �M��8� ��� �$ E��(L �*��� "Z� I��8
  
��2 "�. 

 

(4)                                    energy = K + G + E 
30/35 ' 9(
 � ���F��: :��BOM��$� � 3=7;��  
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12.2 –  �7�$% �*���� 
E�(�� �M��8� [�i�$ �*��� "(8� 4i��8� (12.1:3) ∆ energy=Q+ work done  �  

(12.1:4) energy = K + G + E R �� �$ +A2 ��
 �=�� ���$ @����
� �� � ��A� � �� 
��
� G E� $ ' (� "�.   

�� ��� R+	, ��� d5$ �
�(b�
� � ��7�� �$ ��< '�3 
 ��?��3;< (homogeneous)   
��2 ";�.  

���$ �� @��
 4��^ �� �� � 8a� "	5B� '0=  V�� C�g2� @��� � �$ ��� S ��7�� @72  
R�
� �*��� "BO(& 4��OL �
� ��:   

 

(1) 
 

 
�*��� "Z��� �$ +A2 ��� ��2�� ��2 "�: 

 

(2) 
 

 

�*��� "Z#f: 
( )G x dVρϕ= ∫

 "Z#f + 3���G(Gravitational potential))�*��� (%�& 7=�� �$ 

�
�� >��� ��� �*��� �� �� �9� ��,�?� � �� �M��8� ���=  
6 � ��� � �7OM�� �� E�7$ ��� � d���: ��2�� �
�. 

1

2
i i

V
K dv Vvρ= ∫

V
E dVρε= ∫

vi '0= �$ "��;M� �� @�^ �� �L�
 ����$ ��< ��MY�dv  
 � �
� @��� C�g2� ��ρ �
� �M�	� "M�?Q. 

ε �*��� "Z��� �$ 7=�� %�& �
�.  
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2
3

22 3

kg.m.
Ener

kg Energy
or [ . . ]

kg
gy .

m
m

s

ML
m

T m
N

 
= = 

 
=

"
���= �� ���� '3& ��2 "� 7��$ �� ��� ��OL 7(�. �� ����$ 7�7& ��2 "
���= (heat flux ) 
h )m�� 4���= �$ 7=�� ��
( �$ ��< ��MY� ,h1 ,h2 h3  �$ +A2 ��� I��8
 ��2 "�. X�, 7 (�  

dS �� E�;M� ��
 �� '3& � ����$ �A� ��;L D��� ��
     72�$. @�?�F m�� ){(<F( (rate)  
C�#��� 4���= �� ��
 dS �� ��&      X�, ��2 "� �$ +A2             72�$. 

�$ ��U e5B� ' <��� "� ��2 "
���= �� ���$ �� '3& �� C�= ���= �� E�;M� ��
 dS �� 
E�;< 4��^ + AB
 ��,�� 72�$ I��8
 ' (�. ����$�($ m�� 4���= ����� 4��OL �
� ��: 

 
 

(3) 
 

 

m�� ��� %�0�� @72 ���  '3& �
�
 ��� � �7OM�� �$ 7=�� '0= Fi �� '0= V � �B��
 

"��
     �� S 4��OL �
� �� E��
 (P). 

(4) 

iν

iih dsν iν

i
i

dx
v

dt
=

,i ii i
S V

Q h dS h dVν= − = −∫ ∫ɺ

i
T
ν

i iiiP F dv vv dSW T
ν

= = +∫ ∫ɺ

�!�  ��2  ��   σij��  H!�� 
E�;<   τij  �
�  ����  ��  

'�3 
 4�	�5� ��6
��� 
��< ��MY� "A�6 , � ���3��
 

"A� 7(�3<. 

m�� C�#��� 4���= �� ��
 ds 

iji ijiF dv dv Svσ ν= +∫ ∫
,( )i ii ij jF dv dv v vσ= +∫ ∫
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2

2 3

Energy N. kg.m.m m

si e
r

t m .s
o
M

s

L

T

 
= = 

 
=

[ ]
2

3
[ ] 1 [surfac
Surfa

e]or
c

Energ

i

y

e t me

ML

T

 
 
 ×

' 9(
 � ���F��: :��BOM��$� � 3=7;��  
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(5) ( )
D

K G E Q P
Dt

+ + = +ɺ

,

1
( ( ) ) ( )

2

i
i i i i ij i j

i

hD
v v dV x dV dV dV Fv dV v dV

Dt x
ρ ρϕ ρε σ

∂
+ + = − + +

∂∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
( ) ( )

j

jV V V

vD DA DA
AdV A dV Adiv v dV

Dt Dt x Dt

∂
= + = +

∂∫ ∫ ∫
�

A 

 ���$ �                                                                           R'0= C��?��� ���� J�B� ��
'���� e5B� '0= ��: 

A A 

2

, ,

21
( ) [ ( ) ] (( ) )

( )

2

ij j
i

i i j

i

i ij i

D

D
v div v x div v div v

h
Fv

x

D
x

Dt

D
v

Dt

v v

t
ρ ρϕ ρρ ϕ ερ ρ

σ

ε

σ

+ + + + +

∂
= − +

∂
++

� � �

( ) 0
D

div v
Dt

ρ
ρ+ =

�'����                              "?�
� G �M��8� �� @����
� �$: 

,

2

,

2 21
( ) [ ( ) ]

2

( )

(

(

( ) )

)i
i i ij j i ij i j

i

v div v x div v
D D

x x

D D

Dt

D D
v v

h
div v F

Dt
v v v

x

Dt t D DtD t

ρ

ρ
ε ρ

ϕ ρρ ρϕ

ρ

ϕ

ε

ρ

σ σε

ρ
+ + + +

∂
+ = − + + +

+

∂

+

+

� �

�

2

, ,

1
( ) ( )

2

( ) i
i i ij j i ij i j

i

hDv D
Fv v v

Dt D

D x

Dt t x

ε
ρ ρ ρ σ σ

ϕ ∂
+ + = − + + +

∂

�� �
� 4��OL � ��(�����
 C�� E���!: 

�� >��� G=0 �� �9� ��,�: @72 �
�. 
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'����                              ���= �M��8� �� @����
� �$: 
,i j

i
ijX

Dv

Dt
ρ σ= +

3
Gravitational Force[ ] i i

i

N
X F g

m x

ϕ
ρ ρ

∂
= − = − = −

∂
",�U �� 

Total body force Body force 

i

i

v
t

D

Dt x

ϕ ϕϕ ∂ ∂
= +

∂ ∂

i

i

i X
x

F
ϕ

ρ
∂

→ +
∂

=

2

, ,

1
( ) ( )

2

( ) i
i i ij j i ij i j

i

hDv D
Fv v v

Dt D

D x

Dt t x

ε
ρ ρ ρ σ σ

ϕ ∂
+ + = − + + +

∂
2

, ,

1
( ) ( )

2

i
i i ij j ij i

i

j

i

i

hDv D
v F v

Dt Dt x
v

x

ϕ ε
ρ ρ ρ σ σ

∂
+ + = − + +

∂
∂
∂

+

2

, ,

1
( ) ( )

2

i
i i ij j ij i j

i ii

i

hDv D
v v v

Dt x Dt x
X

x

ϕ
ρ

ϕ ε
ρ ρ ρ σ σ

∂∂
+ + = − + + +

∂ ∂
∂

+
∂

2

,

1
( ) ( )

2

i
i i ij i j

i i

i

i

hDv D
v v v

Dt x Dt x

Dv

Dx t

ϕ
ρ ρ

ϕ ε
ρ ρ ρ σ

∂∂
+ +

∂
∂

+= − + +
∂ ∂

, , , ,

1 1
[ ( ) ( )]
2 2

i j j i j j ii ij v v v vσ + + −
�� �
� 4��OL ��F �Z;& �: 

,Rate of deformation tensorijV

�����

 ��  g
 E��� �$ �O3� "Z#f �*��� H$�
 �� �0�F ��
'���� R���7�: 

(7) i
ij ij

i

hD
V

Dt x

ε
ρ σ

∂
= − +

∂

, ,

1
( ) ( )

2
ij ij ij i j ij j iV v vσ σ σ= + −

, ,

1
( )

2
ij ij ij i j ji i jV v vσ σ σ= + −

"��� ��< [�7�� |��8
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0 i

i

v
x

ϕ∂
∂

= +
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 +}�3�7 ����, +���
 �?�� ���< �� �
 � @��� += �� ���: 

10) 9,10 

 ��< ���;
"ZO!: 

2) 1,2,5,6,10, and  A1-A12, 2) 12-23, 25-32, 
3)8,11,13,14, 3)1,2,3, 4) 2,16,17,19, 3)6,7,8,  
3) 9,  5) 3,12,13,14,15,17,    6) 2,3,4,6,    5) 3 

+}�3� �� >��� %�� Fung �� �� ���
 j���F ���0� +$�! "
��
�  
�
�. 
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3 22 3 2 2

Mass

Volume m . m

1
or [ . ] [ . ]

Time s.

Energy N.m kg.m N.m Velocity
.
Mass. s .

M

s LT m m

N

mm s

 = = +  
=

i
ij i

i

j
t

V
D

hD

x
ρ

ε
σ

∂
= − +

∂

(7) 

' 9(
 � ���F��: :��BOM��$� � 3=7;��  


