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� �	� ��� ����� ���� �  �	�!" #��$ %� ��&�  �
�$ #��'��� 
��� ����( �$ 
)�*$ ���� �$. 

�	� ������ 
���
 ���$ �
 
� +	��� ,�$� - �. )Isothermal( 1 
� #�1�2$  
,�3 4��� 
"�� ���  �!!� �$. 

�  ,� %$�5$ %� 
� �
�$ 6�7'$ 4!� 1 4��� %�'( 8�� �"�� ����� 9�3 �
 
-�$��: ��� 1 %  �	� �;� ���  ��� %�: ,�3 %'=>$ 4!� %  �;� �*? %  

,�3 %'=>$ 4��� @� �$ ���� �$. 
�;� %=��A$ ,
�B��� ����� 9�3 -�$��: %���	 C
�D: -�� E�: 

 
 

(1) 

 %� 
� �F    
�B��� 84!�    
�B��� 84��� 1     
�B��� ,�3 - �. 
���G� �	 
,�3 H1�$ I=��$ -�� %� 
�B��� ,�3 H1�$ 
���G� #��$�� ��� �$.   

ijσije
ijklD

ij ijkl

klD eσ =

-�� #�� %���� -!	
��� #�D��� %  4!� �	��� J��� 
�.  
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��� �� 
 ��	
�Dijkl �
�

����� 

, ijklij ji ijkl j ijlkikl

kl lkeD e D DDσ σ= → = = → =

81 

36 

21 

13 

9 

2 

�L� -=�� 
� 

�(� M��? I=��$ -DB� %  
	 %2'N �
�5�$ ��� . 

                             1� %O
� �&��� ,P��� Q �� 
	 �(�

 
����               �(R	1 �F 
� %� ���  %���� ��O1

  #�( �F 8��� Dijkl=Dklij 

1

2

ijk

ij

l

klDW ee=

ij

ijW

e
σ

∂
=

∂

�(� M��? I=��$ -DB� %  %� %2'N �$�A�$ �
�5�  
%���� ��� . 

�(� I=��$ 
���G� ��S��B�3  (Isotropic)8���  �!A	  
�(� M��? 
���G� 
� %�3 �3 -7O ��B;	 ��� .   
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� ,�3 T2  �A : 
•��? �
 �1�2$ %  I=��$ ��S��B�3(isotropic)  ��!� �$. 
 
•E� �U�F %� 
��� -�� 
� �	� ��� E� ,�3
�B��� �	V�
�� 

#��'��� 8��� ,��  ,�3 %'=>$ ,
�B��� +5� E� ,�3 �	��� 
��	�� )-!	
���( #��'��� ��3��? ���.   
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رابطه تنش و کرنش برای   – 6.2
 مصالح الاستیک ھمسانگرد 

����� 9�3 
� ��B�� C���W$ �	V�
�� �$�A�$ ,��  I=��$ 
���G� ��S��B�3 %� 
� �3 �F  
�$� ���X� 8�!� ��� %  �;� �	E ���  ��� �$.   

 
(1) 
 
(2) 
 

%�K  1 G �!� �. 1     1     %  Y���� 4!� 1 4��� 8��� ����2�� �!A	:   
 

 
(3) 
 
(4) 

ijσ ′
ije ′

3Keαα αασ =

2ij ijGeσ ′ ′=

1

3
ij ij ijαασ σ σ δ′ = −

1

3
ij ij ije e eααδ′ = −
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4�� E� �	� �	�	� %�         4!� ��S���$ 
� 
	 %*5� -�� 1 %;!	� �(� 4��� 

"�� 8���        C
�D: -�� E� ���X� �U� %  ���1 �U�.   

 
 

 

σαα 1  eαα ����X�$��.   
�	�� �!  %=��A$ (1)                   ���  �!� �$ %� ���X� �U� I=��$ Y��!�$ �  

4!� +���$ -��.   

� -=�� M�? 
�&� �;������1
��3: 
 

 

�	
��:                 1 %=��A$ (1)                   �
 ���� �$ ,��  ,�3 4��� 
"��  
�  Z�� �U� V 1 ���X� �U� ΔV  %  �;� �	E -���.   

 

(5) 
 

Y	�[ k �
 H1�$ ��U� ),� %\�- bulk( I=��$ �!	�( �$.   

3αασ

eαα

, 0xx yy zz xy yz zxpσ σ σ σ σ σ= = = − = = =

v p

v K

∆
= −

if  is infinitesimal11 22 33
11 22 33

(1 )(1 )(1 ) 1

1

ijeev
e

v

e e
e e e αα

+ + + −
=  = + + =

∆
→
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3Keαα αασ =

3 eKαα αασ = 3pαασ = −
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4��� ����2��     �L;����X� �1�  ),�7!$( ���X� �U� �
 ��&� �3� �$.   
 
 

%=��A$(2)  ���  �
�� �$ %� 4!� ����2�� Y��!�$ -�� �  4��� ����2��. - �. G H1�$  
%��B���G� 
� 8^�  H1�$ ^�  1 �	 H1�$ -�DLN #��$�� ��� �$. 
� -=�� �N�? %� 

 �$� �	�� ,�3 %'=>$ 4��� ���'N )
� �	� Z��:                             ( 1 E� %=��A$(2)  �	
��:   
(6) 

1 %�5  ,�3 %'=>$ 4!� �'N ���� �$. Y	�[ 2 
� %* �
 �_�W  �	� %��[� #�� %� �D� E� 
���A$ 6�7'$ 8
�B��� 4��� ���  ���!7$ %  �;� �	E `	�A� �� �$: 

 
�(� CG��A$ )3( 1 )4( �
 
� %=��A$ )2( �	VS	�O #��� 1 E� %=��A$ (l) V�� #��'��� 8��!� %U��� 

C
�D: -�� E�:  
 
 
 
 
 
 

          + �1
 4!� �  YB� 4��� ,��  6�BO� ��S��B�3         (7) 

ije ′

0xye ≠

2xy xyeγ =

2ij ij ije Geαασ λ δ= +

2xy xyGeσ =

1
,

3
ij ij ij

v
e e

v
e eα αααδ′ =

∆
−=

1 1
2 2 ( )

3 3
ij ij ij ij ij ijGe G e eαα αασ σ σ δ δ′ ′= → − = −

1 1 2 1
2 ( ) 2

3 3 3 3
3ij ij ij ij ij ij ij

G
G e e e e keGαα αααα ααδ δσσ δ δ= − + = − +

2
( 2)2

3
ij ij ij ij ijGe e Ge e

G
k αα αασ δ δλ−= + = +

,ij ij ij ije eσ σ′ ′= =
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+ �1
 4��� �  YB� 4!�  �
 V�� ���� �$ %  �;� �	E %  -�� �
1F. �	
��: 
(7) 

 
 
 
 
 
 
 
 

�	 
 + �1
 6�BO� ,��   4!� YB� �  4�����S��B�3                                    (8)                                        

 

,�3 - �. λ 1 G �
 ,�3 - �. %$G (Lame's constants) (G. Lame, 1852) 
�!$�� �$. 
� ,
��B  E� �3 J��� ��X�$ μ �
 %  ,�O G %  
�� ���  �$. - �. E 

H1�$ %��B���G� �	 H1�$ a��	 (Young's modulus)  #��$�� ��� �$. - �. ν 
�
 -DB� ������ (Poisson's ratio) �!$�� �$. + �1
 ��  �	� �3 - �. �!�
�D: E�:   

1
ij ij ije

E E
αα

ν ν
σ σ δ

+
= −

2ij ij ije Geαασ λ δ= +

(1 )

2 31 22 2 2

ij ij ij

ij ij ij ij ije
k

e e e
G G G EG

α
α

ααα
α

σ σ σλ
δ

ν

ν
δ

λ ν
δ

σ+
= + → = − + = −

−

1 2 3

(1 ) 1 (1 )
ij ij ij ij ij

k E
e

E E
αα αα

ν ν ν ν
σ σ δ σ σ δ

ν
+ +

= − −
−

=
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(9) 
 
 
 
 
 
 
 

��!� �$ %��[� �3 �	� %  ���� �$ �3�b c�
�;$ %� �
 �	E %* �
 1�: 
 

(10) 
 

 %=��A$(8) E� -�� C
�D: %���	 %A��� �;� % : 

( 2 ) 2

3 3 (1 )(1 2 )

2 3 (3 )
,

1 9

(1 2 ) 3 3 (1 2 ) 3
( )

2 2 2(1 ) 9

3 2 3
1

2( ) (3 ) 2 2(3 ) 6

(3 2 ) (1 )(1 2 ) 9 ( )
2 (1

3

1

2( )

2

2

1

G E G E
K G

G E

K K K E

K E

K KE
K

K E

E K G K E

G K G K G K

G G K K
E

G

K

G

E

G
G

ν
ν ν

ν
ν

λ ν ν
λ

ν ν
λ λ

ν
λ λ

λ λ ν ν λ

ν

λ

ν

ν

λ
ν

λ

−
= = − =

− + −

−
= =

+ −
− −

= = − = = =
+ −

− −
= = = − = =

+ − +

+ + − −
= = = = +

+

=

+

−

−
)

9
,

3

2 (1 ) 2 (1 )

3

3

3 3(1 2 ) 3(3 ) 3(1 2 )

(1 2 )
KG

K G

G GE

K

E
K G

G E

ν

λ ν ν
λ

ν ν ν

ν= =
+

+ +
= + = = = =

−

−

− −

1 2 ,
( ) ( 2 ) 1

G

G G

λ ν
ν

λ λ ν
= − =

+ + −
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1
[ ( )],

1
[ ( )],

1
[ ( )],

xx xx yy zz

yy yy xx zz

zz zz xx yy

e
E

e
E

e
E

σ ν σ σ

σ ν σ σ

σ ν σ σ

= − +

= − +

= − +

(11) 
 
 
 

 %* �
 E�(7) -��� �3 4��� YB� �  ���� �$ V�� �
 �3 4!�: 
 
 
 

(12) 

[(1 ) ( )],
(1 )(1 2 )

[(1 ) ( )],
(1 )(1 2 )

[(1 ) ( )],
(1 )(1 2 )

xx xx yy zz

yy yy xx zz

zz zz xx yy

E
e e e

E
e e e

E
e e e

σ ν ν
ν ν

σ ν ν
ν ν

σ ν ν
ν ν

= − + +
+ −

= − + +
+ −

= − + +
+ −
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1 1

2

1 1

2

1 1

2

xy xy xy

yz yz yz

zx zx zx

e
E G

e
E G

e
E G

ν
σ σ

ν
σ σ

ν
σ σ

+
= =

+
= =

+
= =

2

2

2

xy xy

xz xz

zy zy

Ge

Ge

Ge

σ

σ

σ

=

=

=
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 تئوری الاستیسیته خطی -7فصل 

 (Linearized Theory of Elasticity) 

��K!� 1 ,
1F��( :,�&D=�� � ��B���2$  

معادلات اساسی الاستیسیته برای اجسام  .7.1
 (Homogeneous Isotropic Bodies)ھمسانگرد ھموژن 


	 �BO 
���G� 
	 -=�� 4!� �'N �
�� %� ���1 �3 4!� %�����  ��� �BO %  �F 
-=�� ���( �$� . �$��� 8�3 4!� �3 4��� 1 ,�3 ��;$���X� C�
d E� �	� -=�� �'N 4!� #E����  
,��( ���� �$. �	��5$ �3 �F E� �'N 
� �F -=�� #��U!� ��� �$: �!A	 �	��5$ �3 �F 
� -=��  
�1�  4!� �'N -��.   

1� #�
 ,��  ���  �;����X� 
	 �BO ��O1 �
��: ���  ,��$ (material) 1 �	�e� (spatial)  
)4W  5.2 �
 ��!�D (. -��� 
	 +�2$ %����� �  ����$ -:�� ,� %K2=  vi(x1,x2,x3,t) 

���  ��� �$.  
,��  ���  4��� 
� 
	 8�BO 
	 ����$ ��;$���X� ui(x1,x2,x3,t) `	�A� ��� �$ %� C
�D:  
-�� E� ��;$���X� 
	 #
d 
� %K2=t  1 -�A��$ x1,x2,x3 -DB� %  -�A��$ -=��  

^� �A�D_.    
,��  ����$ 8��;$���X� ,�3 %U!� 4��� ��1�'�$ ���� �$ `	�A� ���. 
�B��� 4��� �B���=F  

�  f��� %=��A$ (4.2:4) �  YB� ui(x1,x2,x3,t) `	�A� ��� �$. 
 

(1) 1

2

j i k k
ij

i j i j

u u u u
e

x x x x

 ∂ ∂ ∂ ∂
= + − 

∂ ∂ ∂ ∂   12/28 
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��;$���X� #
dui  �A �� E� ��$E 1 -�A��$ -��. -:�� #
d �  g�&$ ,��$ ��;$���X� %  -�� 
�	F �$. 

(2) 
 

J��� #
d �  g�&$ ,��$ %=��A$ -:�� (5.2:7) %  -�� �	F �$. 
 

(3) 
 

-��� �BO �	�  E� %=��A$ �S����� (5.4:3) 
 

(4) 
1 %=��A$ -��� (5.5:7) 

 

(5) 
 

-�AD� �!�. �1V�� �  CG��A$ ����$ (4) 1 (5)8 %�B���G� �*? �  f��� ����� 9�3 -��.  
,��  I=��$ �P��3 ��S��B�38 �	�  ����� %=��A$ (6.2:7) -��. 

(6)  
 

%� λ 1 G �	�3 - �. �5�B$ E� C���W$ ��� �	�e�. 

i i i
i j

j

Du u u
v v

Dt t x

∂ ∂
= = +

∂ ∂

i i i
i j

j

Dv v v
v

Dt t x
α

∂ ∂
= = +

∂ ∂

( )
0i

i

v

t x

ρρ ∂∂
+ =

∂ ∂

ij

i i

j

X
x

σ
ρα

∂
= +

∂

2ij kk ij ije Geσ λ δ= +

13/28 

C��O �*?��h 
�7&$ 
� CG��A$(1)-(3)  %&	
 C�;&$ 
� ,
�i� ��� %��B���G�. ,��  
#
�" 8�&	��� 
�DU$ %  �*? ,E�� �  
� �K� ����( ���X� ,�3 ��;$ 
"�� 1 ,�3 -:��  

�� j���B3 �!A	 �  �1�2$ ���� ��? %  �	��5$ %  ,� #E���� 
"�� ui 1 vi %� C��O 
�*?��h CG��A$ (1)-(3) � �� �&" ���� �!�� . 
� ��!" ,
�i� �*? �	
��: 

 
 

(7) 
 
(8) 

 


� %�3 ,�
��$ %� 
� %$��� T2  8��� �$ VU  �
��$ �	�!k��� %� ���  �3��? 8�� ��? �
 
�1�2$ %  CG��A$ �*? ��!� �$. 8%���WD��? l	��� ��'$ ,
��B  E� �	� ,
�i� �*?  

����� �$ %  -�� �	F. 
 

CG��A$ (1)-(6) �	 (4)-(8)  c�A�O 22  %=��A$  ,��   22  H�7U$ 
�!�B3. 
� ,
�i� ,�3 ��;$���X� 8
"�� ������ �$     �
 �  �!	VS	�O %=��A$ (6) 
� (5) 1  
#��'��� E� %=��A$ (7) no� ��� %� %=��A$ 
�7&$ �	1�� (Navier) %  -�� �	F �$. 

 

, , , , ,i i i ij iju v eρ α σ
ijσ

, ,

1
( )

2
ij i j j ie u u= +

,i i
i i

u v
v

t t
α

∂ ∂
= =

∂ ∂

( )2kk ij ij

ij

i i i i

j j

e GeX X
x x

σ
ρα ρα λ δ

∂ ∂
= + → = +

∂ ∂
+
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(9) 

2

, , 2
( ) i

i jj j ji i

u
Gu G u X

t
λ ρ

∂
+ + + =

∂

%=��A$ -��� �  YB� ���X� �3 ��;$  
)�  Z�� ���X� ,�3 ��;$ 
"��( 

2

2
( 2 )kk ij ij i

j

u
e Ge X

x t
λ δ ρ

∂ ∂
+ + = →

∂ ∂

,

2

2,, ,

1
( )

2
[ ] 2 [ ]
1

( )
2

i

i j

i j j ij j j j

u
G X

x x
u u u u

t
λ ρ

∂ ∂ ∂
+ + =

∂
+

∂ ∂
+

, ,

2

, 2
( )i jj j ijj ji iu

u
u

t
uG Xλ ρ

∂
+ + =

∂
+

15/28 

2

2
( ) (2 )ijk i

i j

k

u
G X

x
ee

x t
λ ρ

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂

��K!� 1 ,
1F��( :,�&D=�� � ��B���2$  

-��� �	E �;� %  ���� �$ �
 %=��A$ �	�: 
 

(10) 
%� 

(11) 
 

(12) 
-��� e ���P
�	� 
���  ��;$���X� ui -�� 1 ��X�$�� H1� 4��� 1 �(� �3 4��� 
"�� �!��    
p�B�� (dilation) -��. 1      �SL�: f��G -��. �(� %  ,�O x1, x2, x3   E�  x, y, z#��'���  
��!� �	
��: 

(13) 
 

(14) 
 

 #�=(Love)  %=��A$(10) -��� �	E �;� %  �
: 
 

(15) 
 

-�� �	E �;� %  %=��A$ %� %N�? �;� %�. 
(16)  

2∇

2
2

2
( , , ) ( )( , , ) ( , , ) ( , , )G u v w G e X Y Z u v w

x y z t
λ ρ

∂ ∂ ∂ ∂
∇ + + + =

∂ ∂ ∂ ∂

2
2

2
( )

e u
G u G X

x t
λ ρ

∂ ∂
∇ + + + =

∂ ∂

2
2

, 2
( ) i

i i i

u
G u G e X

t
λ ρ

∂
∇ + + + =

∂

,j je u=
2

,i i jju u∇ =

u v w
e

x y z

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
2 2 2

2

2 2 2x y z

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂

16/28 
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-��� �	E �;� %  ���� �$ �
 �	� . 
 

(17) 
 

8��!� `	�A� �	E �;� %  �
 4?�" 
���  �(� 
(18) 
 
 

 
8��!� #��'��� �	E ,� ��  E� 1 

(19)  
 

 %* �
 C�D.�(19): 
 
 
 

2 ( , , ) ( , , ) 2cur ,l , )( x y zu v w
y

e
x z

ω ωω
∂ ∂

∇ =
∂ ∂

∂
−

∂

1
( , , ) curl( , , )

2

1
, ,

2

x y z u v w

w v u w v u

y z z x x y

ω ω ω ≡

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
≡ − − − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

2
2

2

1
( )

1 2

e u
G u X

x t
ρ

ν
∂ ∂

∇ + + =
− ∂ ∂

2curl
1

( ) 2[ ( )]
2

x

yzu v w

x x y zx z
e

y
ω

ωω∂
−

∂∂∂ ∂ ∂ ∂
= + + − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂
2 2 2

2

1
( ) 2{ [ ( ) ( )]}

2

u v w v u u w

x x y x z y x y z z x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + − − − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2
( )
u v w v u u w u u u

u
x x y x z y x y z z x x y z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + − + + − = + + = ∇

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
17/28 

 
 %=��A$ 8#�S�F(10) -��� �	E �;� %  ���� �$ �
. 

 
 

 ,�� i=1 �	
��: 
 
 
 
 

 1�	
�� %'=>$ %� �3 ,��  1 �L� 
�_ %  �	: 
 
 

(20)  
 

( )
2

2
( 2 )( , , ) 2 curl( , , ) ( , , ) , ,x y zG e G X Y Z u v w

x y z t
λ ω ω ω ρ

∂ ∂ ∂ ∂
+ − + =

∂ ∂ ∂ ∂

, 2

2
2

( ) i
i

ii

u
G eG u X

t
λ ρ

∂
+ + + =

∂
∇

2

2
2curl ( ))( xe

x
X

tx
G e

u
Gλ ρω

∂
+ + =

∂
∂

+−
∂

∂
∂

2

2
2 curl ( 2 )x

u
G G e X

x t
ω λ ρ

∂ ∂
− + + + =

∂ ∂
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 تعادل یک جسم الاستیک تحت نیروی کالبدی صفر - 7.2

+	��� H��A� �;������ 
	 �BO 
���G� �
 
� �K� �	��S . �(� ,1��� ,�D=�� �'N 8���     
Xi = 08 #�S�F �  ,��( ���P
�	� E� %=��A$(7.1:9)  �	
��: 

 
 
 
�	 

(1) 
 

 �	�E� -B�
�D: �$�A�$ �	V�
�� C���W$ ,��  %���	 +B  �;� %  %=��A$: 
 

                                                                                                                                  �	(2) 
 

%=��A$ (2) 
	 %=��A$ f��G -��. �A �� %� %=��A$ (2) �
 #�
1F�  �E�� Q �� 
���$
�3 #��$��  
��� �$. 8�	�� �!  �3 #�( ,1��� ,�D=�� �'N 8���  p�B�� e 
	 Q �� 
���$
�3 -��. �$� E�  

%* �
 (7.1:1)                       �	
��: 
 
�	 

, ,( )i jj j ji iGu G u Xλ+ + +
2

2

iu

t
ρ

∂
=

∂

, , , , , ,( ) 0 ( ) 0 ( ) 0i jji j jii i jji i ijj i jji i jjiGu G u Gu G u Gu G uλ λ λ+ + = + + + +→= =→

3Keαα αασ =

3 3 (3 2 )
3 2

3

G
Ke e G eαα αα αα αα αα αα

λ
σ σ σ λ= → = → = +

+

, ,( ) 0i jji j jiiGu G uλ+ + =

, ,( ) 0j j iiu =

2 2 2

2 2 2
( ) 0e
x y z

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
2 0e∇ =

19/28 

%� σ C
�D: -�� E� 4!� +���$. �	�� �!  4!� +���$ �3 
	 Q �� 
���$
�3 -��: 
(3) 

�(� 
� %=��A$  )16:1.7(،                                   
��� ��3� �	
��: 
 
 
 
 

�(� E� �	� %=��A$ �����G �	��S  1 E� %=��A$ (7.1:11)                #��'��� ��!� �	
��: 
 
 
�  #��'��� E� %=��A$ (2)              8 �	� %=��A$ -=G� �
�� �  
 

           %=��A$ 
���$
�3 ,� (Biharmonic)                                                                            (4)             
 

 
� %�RCC E� -�� C
�D:                                                                                       :(5) 
 

%=��A$ (4) %=��A$ 
���$
�3 ,�  1 �� �F Q �� 
���$
�3 ,�  #��$�� ��� �$. 8�	�� �!  ,�3 %'=>$ 
��;$���X� u 
���$
�3 ,�  -��. 

%  
�_ 8% �&$ %'=>$ ,�3 v 1 w V�� ��� 
���$
�3 ,� . 

, ,( )i jj j ji iGu G u Xλ+ + +
2

2

iu

t
ρ

∂
=

∂

2 20, 0X u t= ∂ ∂ =

2 2 2( ) 0
i

G u G e
x

λ
∂

∇ ∇ + + ∇ =
∂

2 0e∇ =

4 0u∇ =

4 4 4 4 4 4
4

4 4 4 2 2 2 2 2 2
2 2 2

x y z x y y z z x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

(3 2 ) 3xx yy zzG eλ σ σ σ σ+ = + + =

2 0σ∇ =

0 0 
2

, ( ) 0 ( ) 0i jj

i i

e e
Gu G G u G

x x
λ λ

∂ ∂
+ + = ∇ + +

∂
→ =

∂
→

,j je u=
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� %U��� #�(�3 ,1��� ,�D=�� �'N 8���  �3 %'=>$ 4��� 1 �3 %'=>$ 4!� 

Y���� �*? C�5�&$ H1� u, v, w �!�B3:  )                                1 

                            (  1 %�3 �3 �F Q ��� ��� 
���$
�3 ,� : 
 
 

(6) 
 
(7) 

4 0ijσ∇ =

4 0ije∇ =

21/28 

, ,

1
( )

2
ij i j j ie u u= +

2ij kk ij ije Geσ λ δ= +

��K!� 1 ,
1F��( :,�&D=�� � ��B���2$  

 میشل-معادلات سازگاری بلترامی
(Beltrami-Michell Compatibility Equations) 

 )�
��� ��O1 ,�D=�� ,1��� %� ��=�� ,��  �3 4!� ,
�(E�� CG��A$( 

��K!� 1 ,
1F��( :,�&D=�� � ��B���2$  
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�  #��'��� E� ����� 89�3 %=��A$ ,
�(E��   
 

(1) 
����� �$ c���5�B$ �  f��� ,�3 %'=>$ 4!� ���  ���. �  �!	VS	�O 

 
 


� %=��A$ (1) �	
��: 
 

 
 
(2) 

 
�E �U�F %� �7!� 4� %=��A$ E� 81 %=��A$ (1) %  
�_ �*? 8��� �5�B$ ,��  %=��A$ (2) V��  

���3 YL*$ I�2N -��. �(� CG��A$ (2) �
 �  
��� ���� k =l %  
�_ �*? Q�O �	�!D   
)Z�D5��(contraction) k 1 l(8 �	
��: 
 

(3)  

, , , , 0ij kl kl ij ik jl jl ike e e e+ − − =

1
,ij ij ij kke

E E

ν ν
σ θδ θ σ

+
= − =

, , , , , , , ,( )
1

ij kl kl ij ik jl jl ik ij kl kl ij ik jl jl ik

ν
σ σ σ σ δ θ δ θ δ θ δ θ

ν
+ − − = + − −

+

, , , ,

, , , ,( )
1

ij kk kk ij ik jk jk ik

ij kk kk ij ik jk jk ik

σ σ σ σ

ν
δ θ δ θ δ θ δ θ

ν

+ − −

= + − −
+ 23/28 

, , , , , , , ,

1
( ) ( )ij kl kl ij ik jl jl ik ij kl kl ij ik jl jl ik

E E

ν ν
σ σ σ σ δ θ δ θ δ θ δ θ

+
+ − − = + − −

��K!� 1 ,
1F��( :,�&D=�� � ��B���2$  

%� %� %=��A$ -�� %� 4� %=��A$ �F E� �3 �!L5�B$ ��	E �  YB�i  1 j �
�5�$ -��. �	�� �!   
���A� CG��A$ �5�B$ �S	� 43�� � �	 ��� 1 CG��A$(2)  1 (3) �!=��A$. E� �U�F %� 

1                    8 �(� E� %=��A$ H��A� #��'��� ��!� 1           �
 �  -Xi,j �	VS	�O 8��!�  
%=��A$ (3) �
 ���� �$ %  �;� �	E -���. 

 
 

(3) 
 
 
 
(4) 

kkσ θ=
2

,ij kk ijσ σ= ∇
,ik kjσ

%�Xi  ,1��� ,�D=�� �  ���1 �U� -��. 
� �q�B$ �;�$�!	� ,1��� ���!	� �	�  
� Xi  
r�2= ���. �  Z�D5��  i=j%=��A$ (4)8 %* �
 ��          1 Xi,i %  -�� �	F �$. 2θ∇

, , ,0ik
i ik k i ik kj i j

k

X X X
x

σ
σ σ

∂
+ = → = − → = −

∂
2 2

, , , , , ,( 3 )
1

ij ij i j j i ij ij ik jk jk ikX X
ν

σ θ δ θ θ δ θ δ θ
ν

∇ + + + = ∇ + − −
+

2

, ,

2

, ,3( ) ( )
1 1

iij j j i jiji j iθ θ
ν ν

δ θ δ θ
ν ν

θ θ+ − −= ∇ = ∇ +
+ +

2 2

, , ,

1
( )

1 1
ij ij ij i j j iX X

ν
σ θ δ θ

ν ν
∇ + − ∇ = − +

+ +

2 2

, , ,

1
( )

1 1
ii ii ii i i i iX X

ν
σ θ δ θ

ν ν
∇ + − ∇ = − +

+ +

24/28 
��K!� 1 ,
1F��( :,�&D=�� � ��B���2$  



�������� ا��ا�����: 
�د
ور� و �����  12/9/2025 

13 

 
 
 
 
 
(5) 

2 2 2

, , ,

1 1 3
3 2 (1 ) 2

1 1 1 1
ii i i i iX X

ν ν
θ θ θ θ

ν ν ν ν
∇ + − ∇ = − → + − ∇ = − →

+ + + +

2

, , ,,

1
( )

1

1
( )

1 1
ij ij ij i j jk ik X XX

ν
σ θ δ

ν νν
ν+

−
−

∇ + − = − +
+ +

2

, , , ,

1
( )

1 1
ij ij ij k k i j j iX X X

ν
σ θ δ

ν ν
∇ + = − − +

+ −

2

,

1

1
i iX

ν
θ

ν
+

→ ∇ = −
−

 %=��A$ 
� 6�� %L�O ,�O %  �	� E� �(�(4) 
 

(4) 
 

 #��'����	
�� 8��!�: 
 
 
 
 
 
 

�$���L  ,
�(E�� CG��A$-�&�$ 

2

,

2

, ,

1
( )

1 1
ij ij ij i j j iX X

ν
σ θ δ

ν ν
θ∇ + − = − +

+ +
∇

25/28 
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(5) 
 

E� �!�
�D: %���	 +B  �;� %  CG��A$ �	�: 
 
 
 
 
 
(6)* 

2
2

2

2
2

2

2
2

2

2
2

2
2

2

1
( ) 2 ,

1 1

1
( ) 2 ,

1 1

1
( ) 2 ,

1 1

1
( ),

1

1
( ),

1

xx

yy

zz

yz

zx

X Y Z X

x x y z x

X Y Z Y

y x y z y

X Y Z Z

z x y z z

Y Z

y z z y

Z X

z x x z

θ ν
σ

ν ν

θ ν
σ

ν ν

θ ν
σ

ν ν

θ
σ

ν

θ
σ

ν

σ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ + = − + + −

+ ∂ − ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ + = − + + −

+ ∂ − ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ + = − + + −

+ ∂ − ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
∇ + = − +

+ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
∇ + = − +

+ ∂ ∂ ∂ ∂

∇
21

( ).
1

xy

X Y

x y y x

θ
ν

∂ ∂ ∂
+ = − +

+ ∂ ∂ ∂ ∂
26/28 

2

, , , ,

1
( )

1 1
ij ij ij k k i j j iX X X

ν
σ θ δ

ν ν
∇ + = − − +

+ −

*
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�	� CG��A$ +��� �&�$(Michell)  
� H�� 1900 1 ,��  ��=��  
%� ,1��� ,�D=�� %����� 8����  +��� �$���L  (Beltrami) 
� H��  

1982 %  -�� ��� #�$F. �	� CG��A$ %  ���!: CG��A$ ,
�(E��  
�$���L -�&�$ (Beltrami-Michell) #��$�� ���� �$.   

,��  
	 %���� ,� %����� %� CG��A$ ,
�(E�� �$���L -�&�$ �[
�  
8���� ,�3 4!� ��B��    E� ����$ %����� �3 ��;$���X� � ��  

��� %D��2$. 
ijσ
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��	�$�� �	�2� �S	� %�'3 1� �� 1 #��� �� �
 �	E �q�B$: 

7)1,2,7,14-19 

 ,�3 �	����LD�: 

 61� J��� E� �q�B$Fung ) s�"1974 (  ,E�U$ ^E�$F -	�� E� %�
-�� ������ � ��. 

p��U$ 
�74 �	��� 

2) 1,2,5,6,10, and  A1-A12, 2)12-32 3)8,11,13,14, 
3)1,2,3, 4) 2,16,17,19   3) 6-8  3) 9                         
5) 3,12-15,17    6) 2-4,6    5) 3    10) 9,10 
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