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•��
 ���� �� �� ���� ������� �� �
��� ����� �� 
��� �! "�#$� %�& ��. 

•��� (�)* du +�,�� -�& ./�0 ��� P ������ �� ����  
1��*
� "�2 �3�� dx ���4 ��� �� 5��6$ �/� 7�: 

                                 ��� �)*( 

�� ����� �/� �� 9:/ ;�#<� �%�#$ �� ��$ dx ��%�#� ���-
���>0 ?�&.  

dU P dx= =

•?� ��� +�,�� -�& ./�0 ��� ���� ���>0 ?�& x1  ����� �/�  
��: 

  ����� �@��� = ��� ��� 

�� �,�� �� 1��*
� ����� �@��� ���� %�& ��. 
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�@��� ����� �<��3 

•���� KLJ ��� ��
 �� M-7���� ����� �@��� �% �J�
 A,J �� 
�<��3 ����� �@��� E��F0 A��� ��: 

 

 

 

 

�� ��3 �J�
 �<��3 ����� �@��� ����� 1�0 �/� �<
  
NB�#F� ;! �� �� "
� �� ��� OF�� ;�@� ���% ��. 

�<��3 ����� �@��� ?� �% �P� ���>0 ;��� ����� �/� �� 9:/ ��7 ����� �0 ε1 

•�H� ��� ��&�%�� M%�& 1�0 �� �DQ �/� �� �<
 ���>0 ?�& �#)�% %�(�� ��! ��. �C�0  
����� �@��� �� ./�0 R�S� ;�@� -%�% M-�& ����7�� %�& ��. 

•��T� ����� �� �% ���>0 ?�& �� ��� ��
� �� ?�& ���H E�0 %�& ��. 

1

1

0

3

0

strain energy density[J/m or Pa]
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x

U P dx
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u d

ε

σ ε
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∫

∫
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�H��C(�� "
�� 
 ����T3 "
�� 

•�<��3 ����� �@��� �� 7� ����� ���U ;%�% ε1 = εR �� εR  
1��� ���V� H M�/� �� �/% ��! �� �� "
�� ����T3  

(toughness) ����H ��. 
 

•����� �� �J�
 �#,J �� R$�� ���V� H 9<�W� %�& �� ��  
�H���� 1�3 
 ��
�T� ���C� ;! ��� � %��%. ��
�X ��  

-7�/ �% ��
�T� �� ��� �� ���Y *�� �� "
�� ����T3 ;!  
��� � %��%. Z���4�� ��� IH�
 ��:U 7� ���%B�
 1�3  

���� �� ����T3 B�� ����/ ���& ��. 

•�H� 1�0 ��7 �J O/��0 �&�� A���%: 

 

 

•�<��3 ����� �@��� �� 7� ����� ���U ;%�% σ1 = σY  ��  
�/% M��! �� "
�� �H��C(�� (resilience) ����H ��. 
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 ���� ���/B� �@��� �����A)�U ��� 1�0 

•������� ��[ 1�0 \�7�0 �� ;�#<� �� ����: 

?� �@��� ����� 
0

lim
V

U dU
u U u dV

V dV∆ →

∆
= = = =

∆ ∫

•��%�T� ����u < uY      O/��0 �J ��7 ��F� M: 
           

               ���/B� �@��� ����� 
2

2

xU dV
E

σ
= =∫

• ���LH��� ���������: dxAdVAPx ==σ

∫=
L

dx
AE

P
U

0

2

2

AE

LP
U

2

2

=

•������� \:T� 9:/ �� ���� �� ����: 
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"�S� 11.1: 
�� ���� 7� 
% �# U BC 
 CDM �� ]�( ;� �� �<
 �� \:T� �Y�$ M5
�D�� ����/ -�& �/�. I�� ���� ��0  

��� ����� �*��� P ���U %��%. ����� �@��� ���� �� �� O J PM LM E M �J� � \:T� A �# U CD 
 
�6 � n ����:U 
% �# U ;��� ����. 

 

 

 

 
    

���� n =1 A���%: 
 
 

 I�� ;�#� �� �:��� �/� �� ���� �� ���� �� "�2 L 
 �� �J� � ������� A \:T� �Y�$ A��&�%. 

���� n =2 A���%: 
 

;�3 1�0 A#�*��� �% �# U CD ���� �
� ��% �� 
 5��6$ �/� 7�                  �,��� %�& �� ��: ����  
�� 1�0 7�,� MI�F� 1��*
� �:U BC ���� R$�� 1��� ��
�X ^L( ����� ��� ���� %�& ��. I������� �%  

�J��2 �����_$ �� ��0 ��� ���LH��� �� ���Y ���U ����H �� ���� 7� ���>0 ��[ ��
�Y �J� � \:T� �Y�$  
^���(� %��. 

L/2 

L/2 

D 

C 

A 
n2A 

B 

P 

2 2 2

2 2

( / 2) ( / 2) 1
(1 )

2 2 4
n

P L P L P L
U

AE n AE AE n
= + = +

2 2

2

1

2 2
n

n P L
U

n AE

+
=

2

1
2

P L
U

AE
=

2

2 1

5 5

8 2 8

P L
U U

AE
= =

max
/P Aσ =
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 ��` �10.19 Beer & Johnston, 1981, P 487-       

�� ���H "������ ;�@� ���% �� ����� �@��� ���� �2
�V� AB ����� �/� �� 
�� �% ;! Amin �J� � 9:/ \:T� ��C��� B �/�.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
�<��3 ����� �@��� 
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min
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=
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L 
2 2 2( ) , ( )

c c
A r x dv Adx x dx

L L
π π π= = = =

2

2 2
2( )

P P PL

cA c xx
L

σ
ππ

= = =

2 2 4

2 4 4
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σ
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= =
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 ��` �10.19 Beer & Johnston, 1981, P 487-  )���%�( 

2

minA cπ=

2 4
2

2 4 4

2 2

2

1

2

L

L

P c x
d

L
U dU u

x
d

Lc
v

E
x

π
π

= = =∫ ∫ ∫

2

2 2
2

2

1

2

L

L

P L
dx

E xcπ
= ∫

min m

2 2

in

22 21 1 1

2 2 2

L

L

P L P L

E x E L LA A

   = − = − +      
2

min

1

4

P L
U
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=
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A)�U ��� 1�0 ���� ���/B� �@��� ����� 

I

yM
x =σ

•�@#� ��� ��0 ��0 �� ����: 

•�� ���U ;%�%:  dV = dA dx  
 I� ��% I��  �� 

    �C�0 �� x ��� � %��% )���7 c���� �� �� \:T�  
d�� �/� 
 �� �@V� 7� \:T� 
 ;�#<�. 7� K�2 ���%  

y c���� �� ;�#<� ?��% \:T� �/� 
 �� dA �� ��
  
�/�( A���%: 

2
2 2

2

0 0

2

0

2

222

2

L L

A A

L

M y
U dA dx dA dx

EI

M
d

M

I

I
y

E

x
E

 
= =  

 

=

∫ ∫ ∫ ∫

∫

•���� �� ��0 ��%��H� �� �� �% �/ %�7! ;! �� ���  
*��#�� ���U %��%: 

M Px= −

x

M y

I
σ = −

x 

dx 
dA 

y 
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L
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U dx
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2
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 ��` �10.34 Beer & Johnston, 1981, P 488-  

�� ��
 ����� ��0 AB 9:/ \:T� ������� ���:� � ��&�% M�&�� ;�@� ���% �� ���� ���  
;�@� -%�% M-�& I���@�� ���T� �<��3 ����� �@��� �% ��0 5��6$ �/� 7�               ��  

�% ;! U ����� �@��� ��0 
 V A,J ;! �/�. 

45

8
m

U
u

V
=

ω 

L 

B A 

ω 

B 

x 

A 

y 

ωL/2 ωL/2 

ω 

x 
A 

y 

ωL/2 

M 

2

0
2 2

wx wL
M x+ − =

2

( )
2 2 2

wx wL wx
M x L x= − + = −

2

max /2 8x L

wL
M M

=
= =
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 ��` �10.34 Beer & Johnston, 1981, P 488-  )���%�( 

max

max

M c

I
σ =

2 2

3 2

2 3

8 /12 4

wL h wL

bh bh
= ⋅ =

c 

y 

b 

h 
z 

�@��� ����� �<��3 
 

��0 A,J 
 

�$�,0�� �@��� ����� 

2
2 2

2

1 3

2 2 4

m
m

wL
u

E E bh

σ  
= =  

 
V bhL=

( )
0 0

22
2

2

2

1

2 2

L LM w
U dx dx

EI E
Lx x

I

 = − 
 

=∫ ∫

( )
2

2 2 3 4

0
2

8

Lw
L x Lx x dx

EI
= − +∫

2 2 3 4 5

0

2

8 3 4 5

L

w L x Lx x

EI

 
= − + 

 

2 5

240

w L

IE
=

2 4

2 4

9

32

w L

Eb h
=

5

3

2

240
12

L

E
bh

w
=

2 5

320

w L

Ebh
=
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 ��` �10.34 Beer & Johnston, 1981, P 488-  )���%�( 

45

8
=

A���% M�/�                 A��� ��
 �H�: 
m

U
u k

V
=

mk
U

Vu
=

2 4

2 24 5

3

9

3

1

2

21

0

w L

Eb h

b

L

hL

w

Ebh

=

45

8
m

U
u

V
=
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 ���� �@��� ������&�� ��� 1�0 

•���� ��<�W� �� ��0 ��� 1�0 �&�� �� ��DQ 
���U %��%: 

      �<��3 ����� �@��� ∫=
xy

xyxy du

γ

γτ
0

• �H�τxy �&�� O/��0 �J ��7: 

G
Gu

xy
xyxyxy

2

2

2
12

2
1

τ
γτγ ===

•����� �@��� ?� 5��6$ �/� 7�: 

∫

∫

=

=

dV
G

dVuU

xy

2

2τ
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 ���� �@��� ����� �&�� ��� 1�0)���%�( 

J

T
xy

ρ
τ =

∫∫ == dV
GJ

T
dV

G
U

xy

2

222

22

ρτ

•���� ����� ����� BC �� �% �F:T� �� ��Q�
 x 
��0 ��� �@f�4 T ���U %��% 
 ;�#� �/���� �6:U  
\:T�  J �/� A���%: 

• �� ���*���(:    dV = dA dx
 I� ��% I��  �� 

     �C�0 �� x ��� � %��% )���7 c���� �� �� \:T� 
d�� �/� 
 �� �@V� 7� \:T� 
 ;�#<�. 7� K�2 ���%  

ρ c���� �� ;�#<� ?��% \:T� �/� 
 �� dA �� ��
 
�/�(( A���%: 

 

2
2

2

0 0

2

2

0

2 22 2

2

L L

A

L

A

T
d

T
U dA d A

GJ
x dx

G

T
dx

G

J

J

ρ
ρ  

= =  
 

=

∫ ∫∫ ∫

∫
•A���% ������� ���� �� ����: 

GJ

LT
U

2

2

=
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"�S�11.4: 
�� ���� �� -���% 7� 
% �# U BC 
 CDM �� ]�( ;� �� �<
 �� \:T� �Y�$ M5
�D�� ����/ -�& �/�. I��  

���� �% �/ D ��0 ?4�� �@f�4 T ���U %��%. ����� �@��� ���� �� �� O J TM LM G M ;�#� �/����  
�6:U J \:T� �Y�$ ���3�� 
 �6 � n ����:U 
% �# U ;��� ����. 

 

 

 

 
    

���� n =1 A���%: 
 
 

 I�� ;�#� �� �:��� �/� �� ���� �� ���� �� "�2 L 
 �� \:T� �Y�$ ������� A��&�%. 

���� n =2 A���%: 
 

;�3 1�0 �&�� A#�*��� �% �# U CD ���� �
� ��% �� 
 5��6$ �/� 7�                             �,���  
%�& �� ��: ���� �� 1�0 7�,� MI�F� 1��*
� �:U BC ���� R$�� 1��� ��
�X ^L( ����� ��� ����  
%�& ��. I������� �% �J��2 �������� �� ��0 ��� ���LH��� �� ���Y ���U ����H �� ���� 7� ���>0 ��[ ��
�Y 

�:U \:T� �Y�$ ^���(� %��. 

2 2 2

4 4

( / 2) ( / 2) 1
(1 )

2 2 ( ) 4
n

T L T L T L
U

GJ G n J GJ n
= + = +

4 2

4

1

4
n

n T L
U

n GJ

+
=

2

1
2

T L
U

GJ
=

2

2 1

17 17

32 2 32

T L
U U

GJ
= =

max
( / 2) /T d Jτ =

L/2 

L/2 

D 

C 

d  �:U =  

B 

T nd  �:U =  
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=
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 ���#� ��` �11.2 

E<�( ����� �@��� �� ���� ��0 ���@�� AB 
������. �C�0 �P� ��� 1�0 A)�U �� �% �G� ������. 

^( ����� �@��� ��0 �� �� ��� -%�% ��7 �� �/% 
���
!. 

W10×45,  P = 40 kips,  L = 12 ft,  

a = 3 ft,  b = 9 ft, E = 29×106 psi 

?J: 

•�� ?#F<� ]�$ �% A 
 B �� �� -%�D�/�  
7� �#�/�0 %�7! ��0 �� �/% A��
! ��. 
 

•��%�#� \�7�0 ;�#� �@#� �� A�/�0  
A��� ��.   

 

•�
� A,J ��0 ���H "������ A��� ��  

 ����� �@��� �� �� �/% A��
! ��. 
 

•.���& -%�% -�& �� "�#$� A��� �� 
  
����� �@��� �� �� �/% A��
! ��. 
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?J: 

•�� ?#F<� ]�$ �% A 
 B �� �� -%�D�/�  
7� �#�/�0 %�7! ��0 �� �/% A��
! ��. 

L

Pa
R

L

Pb
R BA ==

•��%�#� \�7�0 ;�#� �@#� �� A�/�0 
A��� ��.   

v
L

Pa
Mx

L

Pb
M == 21
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1

Pb
M x

L
=

3 4

40 kips 144 in.

a 36 in. 108 in.

29 10 ksi 248 in

P L

b

E I

= =

= =

= × =

•�
� A,J ��0 ���H "������ A��� �� 
 ����� �@��� �� ��  
�/% A��
! ��. 

( )ba
EIL

baPbaab

L

P

EI

dxx
L

Pa

EI
dxx

L

Pb

EI

dv
EI

M
dx

EI

M
U

ba

ba

+=









+=







+






=

+=

∫∫

∫∫

2

2223232

2

2

0

2

0

2

0

2
2

0

2
1

6332

1

2

1

2

1

22

EIL

baP
U

6

222

=

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2

3 4

40 kips 36 in 108 in

6 29 10  ksi 248 in 144 in
U =

×

kipsin 89.3 ⋅=U
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 �# U ����AD 

 �# U ����BD 

2

Pa
M v

L
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1�0 ��� �<�J ���� �@��� ����� �<��3 

•����� �@��� �� Ne6U ;��� �& ���� 1�0 ����� 
 �&�� %��. ���� �<�J ��� 1�0  
�#� �C�! �� �� A� \#( A��� ��: 

 

�� ���*���( �<%�F�                             M               M             
 ����� ;! A���%: 

 

 

 

�H� �% �:T� %��� �G� 7� ������� ��Q� -%�D�/� A��� 
 7� ������            -�C� A��6�  
A���%: 

 

( )zxzxyzyzxyxyzzyyxxu γτγτγτεσεσεσ +++++=
2
1

( )

( ) ( ) ( ) ( )2 2

2

2

2

2

21
2

1

1

2

1 2

6 2

a b c a b b c

a b a b b c c a

c a

c

v

E

u
E

G

σ σ σ ν

σ σ σ

σ σ σ

σ σ σ σ σ

σ

σ

σ σ

−  + − + − + −+

 = + + − +

+

+ 

= 



 =
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v duu= +

yx z
x

E E E

νσσ νσ
ε = − −xy xyGτ γ=

2

2

xy
u

G

τ
=

2 22

1
2

y y y xy yzx x x xzz z z
x y zu
E E E E E E E E E G G G

νσ σ νσ τ τσ νσ νσ τνσ νσ σ
σ σ σ

      
= − − + − − + − − + + +      

       

2 2 2 2 2 21 1
[ 2 ( )] ( )

2 2
x y z x y x z z y xy xz yzu

E G
σ σ σ ν σ σ σ σ σ σ τ τ τ= + + − + + + + +

2(1 )

E
G

ν
=

+
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1�0 ��� �<�J ���� �@��� ����� 

  ;! �% ��: 

  A,J ���>0 �2�� �� 
 

  h�(�$� �2�� �� 

 

 i�/�h�(�$� ����� A#�*��� � �& ���F� (distortion) 
 

1@� 1���7! ���#� �� ����  

 �� .T
 ��F�σ A���%. 
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( )

( ) ( ) ( )

2

2 2 2

1 2

6

1

12

v d

v a b c

d a b b c c a

u u

v
u

E

u
G

σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

= +

−
= + +

 = − + − + − 

( )
2

2
0

1
(2 )

12 6
b c

a Y

Y
d d d aY
u u u

G G
σ σ
σ σ

σ
σ= =

=
< = = =
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�� ���Y ��� �% A#�*��� 1�0 �6/��� 

•�� ���� �� �% �G� ������ �� �# ( �� +�( m  
�� �� �$�/ v0 �% "�J ���J �/� �� ��C���  
;! %����� ��� ��. 

•���� ��0 ���Y ���>0 ?�& ��% ��. �� 1�0 ��  
�� ���T� A#�*��� σm ��/� �� 
 ]j/ 7�  
I�� ��
� ��. 

• A#�*��� 1�0 ;%�
! �/% �� ����σm  

-��
 ���� +�#0 ����� �@6�( �� -7�/ ?T��� 
%�& ��: 

-I�� ��
 ^�,�� ��� �� ��: 1- +���� ���Y  
����� E�0 %�& �#�. 2- A ( ]4 7� %����� ��  

%%�H �#� 
 �#� 7� ����� %�� �� ]4 %��H �#�. 

-;�3 +���f�� 7� I�� 
% 5�
�Y -%�
!��  
M%�& �#� I�� ��
 �� �J��2 �G
��� ������ 
  

I#�� ����� %��.   

2
02

1mvUm =

-��
 ���� ��%�#� 1�0-1��� �� 7� ;��7!  
���� �� �� �/% -��! ���� ��� �� ���Y *�� �6�F� 

�/�. 

∫= dV
E

U m
m

2

2σ •�@��� ����� A#�*��� ���T�: 

•������� ���� ����: 

V

Emv

V

EUm
m

2
02

==σ
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 "�S�11.06 

�# ( �� +�( m �� �$�/ v0 �� 
��C��� ���� BCD ��[ ������� 
%����� ��� ��. �:U �# U BC 
% 

����� �:U �# U CD �/�. ���T� 
A#�*��� 1�0 A)�U �% ���� �� �� 

�/% ���
!. 

?J: 

•7� �,�! �� �:U ���>0 M��� �� \�7�0 
1�0 A)�U ��[ ������� �/�. 

 

•��� ���0��/� Pm �� ����� �@��� 
"%�F� ����� �@��� ���Y %�,�� 

��� �� �� �� �/% A��
! ��.   

 

•1�0 A#�*��� ?Q�J 7� ��� ���0��/� 
Pm �� �6/��� A��� ��.   
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 "�S�11.06 )���%�( 

?J: 

•7� �,�! �� �:U ���>0 M��� �� \�7�0 1�0  
A)�U ��[ ������� �/�. 

E

V
dV

E

mvU

mm

m

22

22

2
02

1

σσ
≠=

=

∫

•��� ���0��/� Pm �� ����� �@��� ���@� ���Y %�,��  
��� �� �� �/% A��
! ��. 

( ) ( )2 2 22 2 5

2 2(4 ) 16

16

5

m m m
m

m
m

P L P L P L
U

AE A E AE

U AE
P

L

= + =

=

•1�0 A#�*��� ?Q�J 7� ��� ���0��/� Pm �� �6/���  
A��� ��. 

 

 

 

•�(�0: V A,J ���� ������� �/�. 

•�� � ��T� �� 1�0 ���� ���� �������M A���� �� �� 1�0 
A#�*��� 26.5% 7� ���� ������� �0 �6/ �0 m�*� �/�.  
I������� 1��*
� �:U BC R$�� 1��� ��
�X ^L(  

����� ���� %�& ��.  

00

22 2

0

16

5

8
1.265 1.265

5

m
m

m

P

A

U E

AL

mv E mv E

AL

mv E

AL V

σ =

=

= = =
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 "�S�11.07 

�� n��� �� ;7
 W 7� o�D0�� h ��� -�& 
  
�� ��C��� %�7! �� ��0 ��%��H� �� %����� 

��� ��. ���T� 1�0 A#�*��� �% ��0 �� �� 
�/% ���
!. 

?J: 

•1�0 A)�U �% %����� "�2 
 I��f#� �% 
%����� \:T� �Y�$ �� ��2 �:� ���>0 

��� ��. 

•��� ���0��/� Pm �� ����� �@��� ��  
-7���� ��� �� ���Y ��<�0 ��� �� �� �� �/%  

A��
! ��. 

•1�0 A#�*��� �� �% �P� ��� ���0��/� Pm 
%�(�� ��! �� �� �� �/% A��
! ��. 
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A�G�0 
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 "�S�11.07 )���%�( 

?J: 

•1�0 A)�U �% %����� "�2 
 I��f#� �% %�����  
\:T� �Y�$ �� ��2 �:� ���>0 ��� ��. )7�  

��� 1�0 �&�� �&�4 A@3 %�& ��.(  �H�  
o�D0�� ��� ;�& 7� *�� A#�*��� ���� ��H�*�  
�&��: 

maxif

max

2 2

( )

2 2

h

m

y

m

m

U W h y

V
dv
E E

Wh

σ σ

→= +

= ≠∫

≫

•1�0 A)�U �% %����� "�2 
 I��f#� �% %�����  
\:T� �Y�$ �� ��2 �:� ���>0 ��� ��. 

•���� �� ��0 ��%��H� �� �� �% 1��C��� ���LH���  
-�& A���%: 2 2 2

0 0

2 3

3

2 2

6

6

L L

m
m

m
m

M P x
U dx dx

EI EI

P L
U

EI

U EI
P

L

= =

=

=

∫ ∫

•1�0 ��� ���0��/� Pm )�� ����� �@��� �� -7����  
��� �� ���Y ��<�0 ��� ��( �� �� �/% A��
! ��. 

2 2

6 6

( ) ( )

m

m m
m

c c

I I

EU WhE

L I c L c

P L

I

M
σ = =

= =

P 
x 

M Px= −
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���H �,��� :�� ���Y ��� ���� �J��2 �% AC� 5��� 

• A,J �� ������� ���� �� ���� V1: 

1

2 m
m

U E

V
σ =

( ) ( ) ( ) ( )2 4 2 21 1 1
34 4 42

3

6
, / /

24

m
m

m
m

U E
L I c L c c c L V

L I c

U E

V

σ π π

σ

= = = =

=

• o�F& �� �� -���% \:T� �� ��%��H� �� ��0 ����C 

���� -7�/ �� ���� ������ �� ���Y �J��2 M���& �� ���� I�&�% 1�0 ��#� ���� ����% ��� �Hp�
 ��7 ��&��: 
1- A,J �H�*� ��&�% ��&��. 
2- 7� ��<�W� ��  E A� 
 ��
�T� A�� 0 (σY) B�� )�� �������<!( ����/ -�& ��&��. 
3- -7�/ ���2 ?�& -%�% %�& �� �� 1�0 �% +�#0 -7�/ �0 �J ;���� �� ��2 ������� \�7�0 -�& �&��.   

•  A,J �� ������� ��[ ���� ����V2: 

 

 

�� 

16

5

m
m

U E

AL
σ =
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( ) ( )2 1

1

4 / 2 / 2 5 / 2 2.5

8 m
m

V A L A L AL V

U E

V
σ

= + = =

=
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 �6/��� ���% -����� ����% ���LH��� �� �C�0 �� ���� -7�/ ���� ����� 
 

•Ne6U ����� �@��� �� �� ���H "������ 
�<��3 ����� �
� A,J �� �/% 
A�%�
!. ���� �� ���� �������: 

( )
AE

LP
dxA

E

AP

dV
E

dVuU

L

22

2

2
1

0

2
1

2

==

==

∫

∫ ∫
σ

•����� �@��� �� I��f#� ;��0 �� 7� ��� +�,��  
-�& ./�0 �� �
��� P1 �� �� ���C�0  

"�#$� %�& �� �� �/% %�
!.  

∫=
1

0

x

dxPU

•���� ���>0 ?�& M���/B� ��� +�,�� -�&  
./�0 
���  P1:  

1 1

21
12

0 0

1
1 12

x x

U P dx kx dx k x P x= = = =∫ ∫

•�� I� ��% �:��� I�� 
��� 
 ���>0 ;���: 

AE

LP

AE

LP
PU

AE

LP
x

2

2
11

12
1

1
1

=





=

=
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 �6/��� ���% -�����  ����% ���LH��� �� �C�0 �� ���� -7�/ ���� ����� 
)���%�( 

•����� �@��� �� ;��0 �� ���� o���� ������ *��#�� ����% �� �� ���C�0 "�#$� ���& ��  
�� �/% %�
!. 

 

 

 

 

 

 

 
 

•
 �� I�� N�T�U% �:��
� ��� � �� e6U �� �/% -%�
! A�%��. 

1

1
1 12

0

y

U P ydy P= =∫

•�Y�$ ��� 

1

0

2

1 11
1

1

2

1
12

2

U M d

M L M L
M

EI E

M

I

θ

θθ= =

 = = 
 

∫

•�@#� ?4�� 
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�@��� ����� 

3 2 3

1 11
12

3 6

PL P L
P

EI EI

 
= = 

 

1

0

2

1 11
1

1

2

1
12

2

U T d

T L T L
T

JG J

T

G

ϕ

ϕϕ= =

 = = 
 

∫

•�@f�4 ?4�� 

T1 

1 
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����� 
 ��� 7� -%�D�/� �� ����% ���LH��� �� �C�0 �� ���� -7�/ �% *�� 

•�H� ����� �@��� �� -7�/ ��0 �� ��� *��#�� 
+��F� M�&�� -���! 7� ����� ���U ;%�% ��� +�,��  
-�& ./�0 ��� 
 ����� �@��� ;��0 �� *�� �� �� 

�/% %�
!. 

lLlL BDBC 8.06.0 ==

A���% ��0��/� 7�: 
PFPF BDBC 8.06.0 −=+=

A���% -7�/ �/��� 7�: 

•-7�/ �@��� ����� 

( ) ( )[ ]
AE

lP

AE

lP

AE

LF

AE

LF
U BDBDBCBC

2332

22

364.0
2

8.06.0

22

=
+

=

+=
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2
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 ���#� ��` �11.4- ����� 
 ��� 7� -%�D�/� �� ����% ���LH��� �� �C�0 �� ���� -7�/ �% *�� 
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=

∂∫
M0 

x 

V 
RC 

C 

M 

+
 

00 0CM M R x M= → − + − =∑ 0
0

2

AR M
M x M

L

 = + − 
  2A

dM x

dR
=
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 ��` �10.119 Beer & Johnston, 1981, P 522- )���%�( 

 �# U ����AB :0<v<L/2   
 
 

 �������� � ��_U)%�& �� ��&�� -7�/ ?� ���� �@�#� ��:( 
 
 

 �� �,�! 7�yA=0 �/�:   

 
 7� ;%�� �G�
�Q ��EI A���%:  

 
A���%                       �:��� 7�  : 

 
A���% ��0 ?� ����               7�    : 

v 

V 
RA 

M 
+

 

0 0AM M R v= → − + =∑ AM R v=
A

dM
v

dR
=

( )
/2

0
0

0 0

1 1 1

2 2

L L
A

A A

A

dM M R x
y M dx R v vdv x M dx

EI dR EI EI L

  = = + + −    
∫ ∫ ∫

/2
2 2 20 0

0 0

1 1

2 4 2

L L
A

A

M R M
R v dv x x x dx

EI EI L

 = + + − 
 ∫ ∫ 0=

( )3 3 3 2

0 0
/ 2

0
3 2 3 4 3 2 2

A
A

L M L R L M L
R

L
+ + − = 0

2

3
A

M
R

L
= ↑

0

2

A
c

R M
R

L
= +

0 0 002

3

1 4

2 2 3

A
c

M M M
R

L L

R M

L L
= + = + =

0yF =∑0A B CR R R+ + =

0 0 02 4
2

3 3
B

M M M
R

L L L
= − − = − 02B

M
R

L
= ↓
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 ��` �10.128 Beer & Johnston, 1981, P 523-  

��H��& �� +�( 75kg 7� o�D0�� 0.6m �
� ��C��� �� ��V0 �(��& %
�
 ��! ��. 9:/  
\:T� ��V0 �(��& ������� �/�. �� ��
 ����� ��4 �(��& ;7 O�Q M�/� �� �/% ���
!:  

E<�: *�� A#�*��� �% C ^: 1�0 �@#� A#�*��� �% ��V0 �(��& h: ��� ���� �� "%�F�.  
E=10GPa �/�. 

b=350mm 
d=60 mm 

3 m 

B 
A 

1 m 

C 

600 mm 

Pm 

A B 

C 

RA 

��� ���� �� �<%�F� �� ��  
-7���� %
�
 ;��! �(��&  

;7 *�� %�,�� ��� ��. 

3 3

5 4 6 4

1 1
(350)(60)

12 12

63 10 mm 6.3 10 m

I bd= =

= × = ×
3 5 4

9 2 3 2

10 10 MPa 63 10 mm

63 10 N mm 63 10 N m

EI = × × ×

= × ⋅ = × ⋅

+
 

0 (3) (1) 0B m AM P R= → − + =∑

3A mR P=
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���� ��J�� ���H "������ 
% 5�W�V� x 
  v�� ���� �� �C��� �% �G� A���H ��. 
���� �# U BC:0<x <3    

 

 

 
���� �# U AB: 0<v <1  

 

 

 

 

 
 
 

 
��: 

 ��` �10.128 Beer & Johnston, 1981, P 523-  )���%�( 

x 

V 

M 

Pm 

C 

0m mM P x M P x+ = → = −

m

dM
x

dP
= −

3 0 3m mM P v M P v+ = → = −

3
m

dM
v

dP
= −

( ) ( )
3 1

0 0

1 1
( ) 3 ( 3 )m m m

m

M dM
y ds P x x dx P v v dv

EI dP EI EI
= = − − + − −∫ ∫ ∫

[ ]
3 3

4

3 2

(3) 9(1)
9 3 1.90476 10

3 3 63 10 N.m

m m
m

P P
P

EI

− 
= + = + = ×  × 

5250m mP y=
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 ��` �10.128 Beer & Johnston, 1981, P 523-  )���%�( 
 ����h =600 mm A���%:                    

 
�U% %�& �% �6/��� ����� 

?� ���4 7� ym �G�
�Q 
xA��� �#� ���7 ���T� ;! "�C,� 

��` � �/�. 
 
 

��� ���� �� "%�F� 
 

1�0 A#�*��� �% �:T� B ��  
M A#�*��� �/� r�D0� ��
� ��.   

275kg 9.81m/sW = ×

2 21 1
( ) (5250) 2625

2 2
m m m m m mW h y U P y y y+ = = = =

2 275kg 9.81m/s (0.6 ) 2625
m m
y y× + =

22625 735.75 441.45 0m my y− − =

0.5735, 0.2932
m
y = −

5250 5250(0.5735) 3010.875Nm mP y= = =

(3) 3010.875(3) 9032.625 N.m
B m

M P= − = − = −

6 4

0.06
9032.625( )

2 43012500 Pa=-43MPa
6.3 10 m

m

MC

I
σ −

−
= = = −

×
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