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1 فصل

ریاضی منطق

اقتباس مصاحب غلامحسین دکتر (1 (جلد ریاضی آنالیز کتاب از اساساً فصل این مطالب

است. شده

معلوم ما بر چند هر باشد، دروغ یا راست یا استکه خبري جمله�اي «گزاره» 1.1 تعریف

دروغ. یا است راست که نباشد

نیست. گزاره زیبایی!» خانه «عجب که حالی در است گزاره گنگاست» عدد eπ»

است. F صورت این غیر در و T آن (راستی) ارزش می�گوییم باشد، راست گزاره�اي اگر

دلخواه گزاره�هاي نامیدن براي که است ... و q و pحروف گزاره�اي»، «متغیر از ما منظور

می�روند. کار به
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4 ریاضی منطق .1 فصل

معین قواعد طبق بر «رابط» به موسوم واژه�هایی همراه را گزاره باپایانی» «تعداد گاهی

می�سازند. مرکب» «گزاره و می�آورند هم دنبال به

می�شوند: معرفی ذیل صورت به گزاره�اي رابط�هاي

p q p ∧ q p ∨ q p ⊻ q p =⇒ q p ⇔ q

T T T T F T T

T F F T T F F

F T F T T T F

F F F F F T T

ترکیب ترکیب فصلی ترکیب ترکیب ترکیب

عطفی فصلی جمع مانع یاي با شرطی دوشرطی

p ∼ p

T F

F T

مناسب کارگیري به با ... و q و p گزاره�اي متغیرهاي از که عبارتی هر 2.1 تعریف

طور به می�شود. نامیده فرمول یا منطقی یکترکیب می�شوند، ساخته گزاره�اي رابط�هاي

دقیق�تر:

هستند فرمول گزاره�اي متغیرهاي همه .1
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A ⇔ B ، A ⇒ B ، A ⊻ B ، A∨B ، A∧B ، ∼ A باشند، فرمول دو B و A اگر .2

هستند. فرمول نیز

می�آیند. دست به (۲) ، (۱) از استفاده با که هستند فرمول عبارت�هایی فقط .3

مثلاً می�کند. اثر فرمول اولین روي (∼) ناقض نمی�شود، استفاده پرانتز از وقتی 1.1 نکته

.(∼ q) =⇒ (∼ p) یعنی ∼ q =⇒∼ p

3.1 تعریف

می�نامند. p ⇒ q فرمول «عکس» را q ⇒ p فرمول (i)

می�نامند. p ⇒ q فرمول نقیض» «عکس را ∼ q ⇒∼ p فرمول (ii)

است. ∼ q ⇒ p معناي به q که آن مگر p (iii)

او نکند عذرخواهی «اگر یعنی کند» عذرخواهی آنکه مگر نمی�بخشم را «او مثال:

نمی�بخشم» را

می�نامند. p ⇔ q فرمول نقیض» «عکس را ∼ q ⇔∼ p فرمول (iv)

است. «و» حکم در منطقی جنبه از گزاره دو ترکیب در «ولی» لفظ (v)

جدول در آن�ها نمایش ستون هرگاه خوانند «هم�ارز» را منطقی ترکیب دو 4.1 تعریف

درست نیز دیگري باشد درست یکی سطري، در اگر که معنی بدین باشند یکسان ارزش
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(∼ p ∨ q) و (p ⇒ q) مثلاً باشد نادرست هم دیگري باشد نادرست یکی اگر و باشد

هستند. هم�ارز

p q ∼ p ∼ p ∨ q p =⇒ q

T T F T T

T F F F F

F T T T T

F F T T T

5.1 تعریف

مولفه�هایش ارزش از مستقل آن ارزش هرگاه گویند (t)« «راستگو را فرمول یک (i)

∼ p ∨ p مانند: باشد. راست همواره
p ∼ p ∼ p ∨ p

T F T

F T T

مولفه�هایش ارزش از مستقل آن ارزش هرگاه گویند (c) «دروغگو» را فرمول یک (ii)

می�گویند. «تناقض» ریاضیات در را آن که ،∼ p ∧ p مانند: باشد دروغ همواره
p ∼ p ∼ p ∧ p

T F F

F T F
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هستند: راستگو زیر فرمول�هاي کنید ثابت 1.1 تمرین

p ⇒ (p ∨ q) فاصل) (ادخال جمع قانون (i)

p ∧ q ⇒ p عاطف) (حذف اختصار قانون (ii)

[(p ∨ q)∧ ∼ p] ⇒ q مولفه رفع (iii)

موجب ذوالوجهین قیاس

[(p ⇒ q) ∧ (x ⇒ s)] ⇒ [p ∨ r) ⇒ (q ∨ s)]

[(p ⇒ q) ∧ (r ⇒ s)] ⇒ [p ∧ x) ⇒ (q ∧ s)] قیاس

ذوالوجهین منفی
[(p ⇒ q) ∧ (r ⇒ s)] ⇒ [(∼ q∨ ∼ s) ⇒ (∼ p∨ ∼ r)]

[(p ⇒ q) ∧ (r ⇒ s)] ⇒ [(∼ q∧ ∼ s) ⇒ (∼ p∧ ∼ r)]

انتزاع) (قانون استثنایی قیاس

(p ⇒ q) ∧ p] ⇒ q

انتزاع) نقیض (قانون دفع قیاس

[(p ⇒ q)∧ ∼ q] ⇒∼ p
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6.1 تعریف

عکسیک می�گویند. (منطقی)» «استلزام یک را A =⇒ B صورت به راستگو یک (i)

نباشد. استلزام است ممکن استلزام

این در و می�گویند (منطقی)» «هم�ارزي یک را A ⇔ B صورت به راستگو یک (ii)

A ≡ B می�نویسند صورت

کنید: ثابت را ذیل هم�ارزي�هاي باشند، گزاره�اي متغیر r و q و p فرضکنید 2.1 تمرین

(i)


p ∧ q ≡ q ∧ p

p ∨ q ≡ q ∨ p

قانون جابجایی

(ii)


p ∧ (q ∧ r) ≡ (p ∧ q) ∧ r

p ∨ (q ∨ r) ≡ (p ∨ q) ∨ r

قانون شرکت�پذیري

(iii)


p ∧ (q ∨ r) ≡ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r)

p ∨ (q ∧ r) ≡ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

قانون پخشی

(iv) ∼ (∼ p) ≡ pمضاعف نفی قانون

(v)


p ∨ p ≡ p

p ∧ p ≡ p

خودتوانی قانون

(vi)


p ∧ (p ∨ q) ≡ p

p ∨ (p ∧ q) ≡ p

جذب قانون

(vii) (p ⇒ q) ≡ (∼ q ⇒∼ p)نقیض عکس قانون
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v(iii)


∼ (p ∧ q) ≡∼ p∨ ∼ q

∼ (p ∨ q) ≡∼ p∧ ∼ q

قوانین دمورگان

(ix) [(p ⇒ q) ∧ (q ⇒ r)] ⇒ (p ⇒ r)تعدي قانون

(xi) [p ⇒ (q ⇒ r)] ≡ [(p ∧ q) ⇒ r]

مفروض فرمول�هاي از که معنا بدین است نتیجه�گیري مفهوم به «استنتاج» 7.1 تعریف

نتیجه را دیگري فرمول می�شوند خوانده قوانین نام به که معینی دستورهاي از استفاده با

بگیریم.

باشد، شده نتیجه فرمولی An ،. . . ،A۲ ،A۱ مفروض فرمول�هاي از هرگاه 1.1 گزاره

هرگاه است معتبر A۱, . . . ,An ⊢ B دیگر عبارت به .A۱, . . . ,An ⊢ B می�نویسیم

باشد. یکراستگو (A۱ ∧ · · · ∧ An) =⇒ B فرمول

است: معتبر مضاعف نفی قانون و انتزاع نقیض قانون به بنا زیر استنتاج 1.1 مثال

(∼ p ⇒ q),∼ q ⊢ p

8.1 تعریف

در مثلاً می�خوانند. سخن» «عالم را بحث موضوع اولیه افراد گروه مبحثی، هر در (i)

است. حقیقی اعداد مجموعه سخن عالم مقدماتی، حساب

از است اعم ما اصطلاح در خاص» «اسم خاصاست. اسم معناي به «ثابت» (ii)
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مشخصیدلالت فرد بر که علامتی یا کلمه یعنی دستوري، معنی خاصبه اسم (الف)

می�کند.

مشخص را فردي که علامات یا کلمات از ترکیبی یعنی مشخص، شرح (ب)

می�سازند.

آن». قطر به دایره محیط «نسبت «پدرسعدي»، و «پنج» ،«5» مانند

معینی فرد اسم خاص، اسم برخلاف که ،x مانند است علامتی یا حرف «متغیر»، (iii)

نیست، بلکه اسم مبهمی است براي نامیدن هر یک از افراد مجموعه معینی از

اشیا. این مجموعه را دامنه�ي متغیر می�نامند.

این یکنواخت تبدیل با که است متغیر چند یا یک بر مشتمل عبارتی �نما»، «گزاره (iv)

یکاسم به عبارت آن سراسر در متغیر هر موارد جمیع تبدیل (یعنی متغیرها یا متغیر

گزاره به مبدل متغیرها) دامنه (اعضاي مناسب خاصاشیاي اسامی یا اسم به خاص)

شود.

نمایش ... و G(x, y) و F (x) نمادهاي با را گزاره�ها است. زوج عدد x مانند:

می�دهند.

متغیر این یکنواخت تبدیل با که متغیر چند یا یک بر مشتمل است عبارتی «اسم�نما»، (v)

مانند: شود. خاص اسم به مبدل مناسب، اشیاي خاص اسامی یا اسم به متغیرها یا

x پدر
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یکگزاره�ي به را گزاره�نما و شده متغیر جانشین که متغیر دامنه�ي از عضوهایی همه (vi)

جواب مجموعه�ي را آن که می�دهند تشکیل مجموعه�اي می�نمایند تبدیل درست

می�خوانند.

سورها 1.1

از بعضی ازاي به است ممکن است متغیر چند یا یک شامل که گزاره�نما یک می�دانیم

باشد. (نادرست) درست متغیرها مقادیر همه ازاي به یا و (نادرست) درست متغیرها مقادیر

و کرد شروع سور نام به مخصوصی علامت با را آن می�توان حالات این از هریک در

نمود. تبدیل یکگزاره به را گزاره�نما

دارد. وجود سوري گزاره�ي نوع دو لذا و سور نوع دو

عضوهاي تمام به را خاصیتی که هستند گزاره�هایی عمومی- سور با گزاره�هاي الف-

گزاره�ها این نمایش براي می�دهند. نسبت سخن) (عالم بحث مورد مرجع مجموعه

معلوم سخن عالم وقتی کلی حالت در را گزاره�ها این می�کنیم. استفاده ∀ نماد از

یکگزاره�نما صورت به که گزاره�اي می�دهیم. نمایش ∀x; p(x)صورت به باشد

آن متغیر دامنه درستاستکه وقتی فقط و فقط می�شود بیان عمومی سور با همراه

«هرچه عبارت�هاي از یکی یا معمولاً گزاره�ها این باشد. جوابش مجموعه مساوي

می�شوند. شروع ... و کدام» هر «براي هر»، «براي مقادیر»، تمام «براي باشد»،

از عضو چند یکیا به را خاصیتی که هستند گزاره�هایی وجودي- سور با گزاره�هاي ب-
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گزاره�ها این نمایش براي می�دهند. نسبت سخن) (عالم بحث مورد مرجع مجموعه

معلوم سخن عالم وقتی کلی حالت در را گزاره�ها این می�کنیم. استفاده ∃ نماد از

می�دهند. نمایش ∃x; p(x)صورت به باشد

و فقط می�شود بیان وجودي سور با همراه گزاره�نما یک صورت به که گزاره�اي

با معمولاً گزاره�ها این نباشد. تهی آن جواب مجموعه که است درست وقتی فقط

بعضی «براي دارد»، وجود «مقداري یکمقدار»، براي «حداقل عبارت�هاي از یکی

می�شوند. شروع ... و مقادیر»

تعریف ∃ و کمک∀ به می�توان را (∃!) وجود وحدت� سور و (∄) صفر سور (i) 2.1 نکته

کرد.

است ∀x; ∼ p(x) معناي به ∄x; p(x) یعنی ندارد» وجود p خاصیت با «عضوي

طوري به دارد وجود x براي مقدار یک فقط که است آن معناي به ∃!x; p(x) و

نوشت: چنین را آن می�توان پس است. درست p(x) آن ازاي به که

(∃x; p(x)) ∧ ∀y; (y ̸= x =⇒∼ p(y))

سوري نقیضگزاره�هاي 1.1.1

1.1 قضیه

(i) ∼ (∀x ; p(x)) ≡ ∃x ; ∼ p(x)

(ii) ∼ (∃x ; p(x)) ≡ ∀x ; ∼ p(x)



13 سورها .1.1

بگیرید. نتیجه (i) از را (ii) هم�ارزي 3.1 تمرین

نقض مثال

ثابت را ∃x; ∼ p(x) یعنی آن نقیض درستی ∀x; p(x) گزاره�ي نادرستی اثبات براي

p(a) که طوري به بیابیم a مانند x براي مقداري است کافی منظور این براي و می�کنیم

نقضمی�گویند. مثال a به نباشد. درست

نیست. فرد که دارد وجود 2 اول عدد زیرا خیر است؟ اول فرد عدد هر آیا 2.1 مثال

موارد از عاري (... و سورها گزاره�ها، از متشکل بامعنی (عبارتی فرمولی S فرضکنید

که می�شود حاصل S∗ مانند فرمولی دهیم انجام را ذیل تبدیلات S در اگر ⇔باشد. ⇒و

می�نامیم. S فرمول جفت را آن

.∧ به ∨ مورد هر و ∨ به ∧ مورد هر تبدیل I.

.∀ یه ∃ مورد هر و ∃ به ∀ مورد هر تبدیل II.

یکحرف یا گزاره�اي متغیر یک چپ سمت در بلافاصله که ∼ مورد هر استفاده III.

∽بلافاصله سمتچپهریکازاینحروفکه در درج∽بلافاصله معمولیاستو

نیست. مقدم آن بر

معادل Sنقیض ⇔باشد، ⇒و ،⊻ موارد از عاري S فرمول اگر جفت) (اصل 2.1 قضیه

است. آن جفت
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3.1 مثال

∼ (∀x ∼ ∃y ; (p∨ ∼ F (x, y))) ≡ ∃x ∼ ∀y ; (∼ p ∧ F (x, y))

ریاضیات در گزاره�ها حساب کاربرد 2.1

کلیات الف-

می�آورند دست به P مانند دیگر فرمولی ،Q مانند فرمولی اثبات براي گاهی .1

کرد. ثابت را P ⇒ Q و P بتوان که طوري به

آن�گاه کنیم، ثابت ∼ P ⇒ Q و P ⇒ Q صورت به فرمول دو بتوانیم اگر .2

گرفت. نتیجه Qرا می�توان [(P ⇒ Q)∧(∼ P ⇒ Q)] ⇔ Qراستگوي بنابر

از و فرضکرده درست را ∼ Q ،Q فرمول اثبات براي گاهی خلف) (برهان .3

مجوز .∼ R و R متناقضمانند نتیجه دو یعنی می�کنند، استخراج تناقضی آن

است: ذیل راستگوي کار این

[∼ Q ⇒ (R∧ ∼ R)] ⇒ Q

بلکه نمی�شود ∽لازم R استنتاجRو خلف، برهان اثباتQبه در گاهی تذکر1-

دیگري، استنتاج لذا و است شده ثابت قبلاً که است حکمی دو این از یکی

است. کافی

تذکر2- از حالات نادر برهان خلف این است که براي اثباتQ ,Q  ∽ را
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راستگوي کار این مجوز می�کنند. استخراج را Q و مفروضمی�گیرند

است. (∼ Q ⇒ Q) ⇔ Q

P ⇒ Q فرمول اثبات ب-

استخراج آن از را Q و گرفته مفروض را P طریق این در مستقیم) (اثبات .1

می�کنند.

می�کنند. ثابت را ∼ Q ⇒∼ P یعنی نقیضآن عکس ،P ⇒ Qاثبات براي .2

بر بنا آن�گاه کنیم، ثابت را R ⇒ Q و P ⇒ R و بیابیم R مانند فرمولی اگر .3

شد. خواهد ثابت P ⇒ Q شرطی، گزاره�هاي تعدي قاعده�ي

آمد. بالا در آن شرح خلفکه برهان .4

مجوز نمود. ثابت Qرا ⇒ R یا P ⇒ R می�توان (P ∧Q) ⇒ R فرمول اثبات براي ج-

است: ذیل راستگوي کار این

[(P ∧Q) =⇒ R] ⇔ [(P =⇒ R) ∨ (Q =⇒ R)]

مجوز نمود. ثابت را Q ⇒ R و P ⇒ R می�توان (P ∨Q) ⇒ R فرمول اثبات براي د-

است: ذیل راستگوي کار این

[(P ∨Q) =⇒ R] ⇐⇒ [(P =⇒ R) ∧ (Q =⇒ R)]
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2 فصل

علامت تعیین 1.2

متغیر x و هستند معلوم حقیقی عدد دو b و a ̸= ۰ آن در که را ax+ bصورت به عبارتی

،x معین مقدار هر ازاي به عبارت این می�گویند. (خطی) اول درجه�ي یکعبارت است،

عبارت این که ببینیم می�خواهیم داشت. خواهد صفر) یا منفی (مثبت، مشخص مقداري

تعیین ،x مقادیر این یافتن عمل به است. صفر یا منفی مثبت، ،x از مقادیري چه ازاي به

می�گویند. ax+ bعبارت علامت

می�گیریم: نظر در حالت دو

صورت این در a > ۰ الف)

ax+ b = ۰ ⇐⇒ x+
b

a
= ۰ ⇐⇒ x = − b

a

ax+ b > ۰ ⇐⇒ a+
b

a
> ۰ ⇐⇒ x > − b

a

ax+ b < ۰ ⇐⇒ a+
b

a
< ۰ ⇐⇒ a < − b

a

17
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پس

x − b
a

a > 0, ax+ b − 0 +

صورت این در a < ۰ ب)

ax+ b = ۰ ⇐⇒ x+
b

a
= ۰ ⇐⇒ x = − b

a

ax+ b > ۰ ⇐⇒ x+
b

a
< ۰ ⇐⇒ x < − b

a

ax+ b < ۰ ⇐⇒ x+
b

a
> ۰ ⇐⇒ x > − b

a

پس
x − b

a

a < 0, ax+ b + 0 −

نوشت: می�توان کلی حالت در بنابراین

1.2 مثال

x − b
a

ax+ b aمخالفعلامت 0 aعلامت موافق

کنید. علامت تعیین را −۳x+ عبارت۵
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داریم حل:

−۳x+ ۵ = ۰ =⇒ x =
−۵
−۳

=
۵
۳

پس
x     53

−3x+ 5 + 0 −

یک در را آن�ها است کافی عبارت چند حاصلضرب علامت تعیین براي 1.2 تبصره

کنیم. «ضرب» جبري طور به یکدیگر در را سپسعلامت�ها و کنیم علامت تعیین جدول

a ̸= ۰ و هستند حقیقی اعداد c و b و a آن در که را ax۲ + bx+ cصورت به عبارتی

مبین را ∆ = b۲ − ۴ac مقدار می�نامند. دوم درجه�ي عبارت یک است، متغیر یک x و

می�نامند. تحویل�ناپذیر را دوم درجه�ي عبارت ،∆ < ۰ وقتی می�گویند. عبارت این

می�گیریم. نظر در حالت سه دوم درجه�ي عبارت علامت تعیین براي

ax۲ + bx+ c = ۰ معادله�ي آمد، خواهد ذیل در که گزاره�اي به بنا پس ∆ > ۰ الف)

علاوه به و است x۲ و x۱ مانند متمایز ریشه دو داراي

ax۲ + bx+ c = a(x− x۱)(x− x۲)

داریم x۱ < x۲ فرض با بنابراین
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x x1 x2

a aعلامت aعلامت aعلامت

x− x1 − 0 + +

x− x2 − − 0 +

a(x− x1)(x− x2) aعلامت موافق 0 aمخالفعلامت 0 aعلامت موافق

بالا جدول به بنا و x۱ = x۲ پس ∆ = ۰ ب)

x x1

a(x− x1)
2 aعلامت موافق 0 aعلامت موافق

داریم حالت این در ∆ < ۰ پ)

ax۲ + bx+ c = a

(
x۲ +

b

a
x+

c

a

)
= a

((
x۲ +

b

a
x+

b۲

۴a۲

)
− b۲

۴a۲
+

c

a

)

= a

((
x+

b

۲a

)۲

− b۲ − ۴ac
۴a۲

)
= a

((
x+

b

۲a

)۲

+
∆

۴a۲

)

پس (x+ b
۲a)

۲ ⩾ ۰ و −∆
۴a۲ ≥ ۰ چون و

x

ax2 + bx+ c aعلامت موافق همواره
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داریم آمد، بالا تبصره�ي (پ) بند در چه آن به توجه با 1.2 گزاره

ax۲ + bx+ c = a

((
x+

b

۲a

)۲

− ∆

۴a۲

)

ax۲+bx+c = معادله�ي۰ لذا . (x+ b
۲a

)۲
= ∆

۴a۲ آن�گاه ،ax۲+bx+c = ۰ پساگر

داریم صورت این در و ∆ ⩾ ۰ که وقتی فقط و فقط است، جواب داراي

x+
b

۲a
=

±
√
∆

۲a

لذا و

x =
−b±

√
∆

۲a

می�شود. نامیده دوم درجه�ي یکمعادله�ي ریشه�هاي یافتن براي (b) دستور دستور، این که

دارد. مضاعف ریشه معادله می�گوییم و برابرند ریشه دو ∆ = ۰ که حالتی در

کنید. علامت تعیین را A = x۲(x۲ + x+ ۱)(−x۲ + ۵x− عبارت(۶ 2.2 مثال

داریم حل:

x۲ = ۰ =⇒ x = ۰ دارد مضاعف ریشه�ي معادله

−x۲ + ۵x− ۶ = ۰ =⇒ x =
−۵±

√
۲۵− ۲۴
−۲

=
−۵± ۱
−۲

=⇒ x = ۲,۳

پس است، منفی x۲ + x+ عبارت۱ مبین علاوه به
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x 0 2 3

x2 + 0 + + +

−x2 + 5x− 6 − − 0 + 0 −

x2 + x+ 1 + + + +

A − 0 − 0 + 0 −

مقادیر جمیع ازاي به ۳x۲ + x+ ۲aعبارت که کنید تعیین چنان را a حدود 3.2 مثال

باشد. مثبت x

عبارت مبین که کنیم تعیین طوري را a است کافی است، مثبت x۲ ضریب چون حل:

. a > ۱
۲۴ یا و ۱− ۲۴a < ۰ باید پس باشد. منفی

نامعادلات و معادلات حل 2.2

صورت به نامعادلات و معادلات حل براي الف)

anx
n + an−۱x

n−۱ + ...+ a۱x+ a۰ = ۰

anx
n + an−۱x

n−۱ + ...+ a۱x+ a۰ ⩾ ۰

anx
n + an−۱x

n−۱ + ...+ a۱x+ a۰ ⩽ ۰

anx
n + an−۱x

n−۱ + ...+ a۱x+ a۰ > ۰
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anx
n + an−۱x

n−۱ + ...+ a۱x+ a۰ < ۰

حاصلضرب صورت به فرد) به منحصر طور (به را چپ سمت چندجمله�اي ابتدا

شکل (به تحویل�ناپذیر دوم درجه�ي عوامل و ( ax + b شکل (به خطی عوامل

می�کند تضمین جبر اساسی قضیه�ي نام به (قضیه�اي می�کنیم. تجزیه (cx۲+dx+e

را شده ایجاد سپستک�تکعبارت�هاي است). ممکن همواره تجزیه�اي چنین که

می�کنیم. علامت تعیین و داده قرار صفر مساوي

کنید. حل را x۴ − ۹ = ۰ معادله�ي 4.2 مثال

پس ، x۴ −۹ = (x۲ −۳)(x۲ +۳) = (x−
√
۳)(x+۳)(x۲ +۳) چون حل:

x = ±
√
۳ از عبارت�اند معادله جواب�هاي

صورت به نامعادلات و معادلات حل براي ب)
P (x)

Q(x)
= ۰,

P (x)

Q(x)
⩾ ۰,

P (x)

Q(x)
⩽ ۰,

P (x)

Q(x)
> ۰,

P (x)

Q(x)
< ۰

قبل بند در که روشی به ابتدا می�باشند، چندجمله�اي دو Q(x) و P (x) آن در که

دست به را P (x)
Q(x) سپسعلامت و علامتمی�کنیم تعیین Q(x)را و P (x) شد، گفته

می�آوریم.

کنید. حل را ۲x۲−۳
(۲−x)(x+۳) ⩾ ۰ نامعادله�ي 5.2 مثال

داریم حل:
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x −3 −
√

3
2

√
3
2 2

2x2 − 3 + + 0 − 0 + +

2− x + + + + 0 −

x+ 3 − 0 + + + +

2x2−3
(2−x)(x+3) − × + 0 − 0 + × −

× × ×

صورت به نامعادلات و معادلات حل براي ج)

P۱(x)

Q۱(x)
+

P۲(x)

Q۲(x)
+ ...+

Pn(x)

Qn(x)
= ۰

P۱(x)

Q۱(x)
+

P۲(x)

Q۲(x)
+ ...+

Pn(x)

Qn(x)
⩾ ۰

P۱(x)

Q۱(x)
+

P۲(x)

Q۲(x)
+ ...+

Pn(x)

Qn(x)
⩽ ۰

P۱(x)

Q۱(x)
+

P۲(x)

Q۲(x)
+ ...+

Pn(x)

Qn(x)
> ۰

P۱(x)

Q۱(x)
+

P۲(x)

Q۲(x)
+ ...+

Pn(x)

Qn(x)
< ۰

عبارت ابتدا ,Qn(x)چندجمله�ايهستند، ..., Q۱(x) ,Pn(x)و ..., P۱(x)آن در که

به سپس و می�کنیم تبدیل P (x)
Q(x) صورت به مشتركگرفتن مخرج با را سمتچپ

می�کنیم. عمل (ب) بند روش

کنید. حل را x−۱
۲−x

+ ۳
x+۳ ⩾ ۱ نامعادله�ي 6.2 مثال
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داریم حل:

x− ۱
۲− x

+
۳

x+ ۳
− ۱ =

(x− ۱)(x+ ۳) + ۳(۲− x)− (۲− x)(x+ ۳)
(۲− x)(x+ ۳)

=
۲x۲ − ۳

(۲− x)(x+ ۳)

می�باشد. (ب) بند مثال نامعادله�ي همان که

مجموعه�ها 3.2

کاملاً اشیاي از دسته�اي صورت به را آن ما که است نشده تعریف مفهوم یک مجموعه

می�گوییم Aباشد اشیايمجموعه از یکی a اگر توصیفمی�کنیم. متمایز دو به دو و «معین»

معمولاً . Aمی�گوییم یکعضو را aاینحالت در .a ∈ Aمی�نویسیم Aاستو به متعلق a

aحروفکوچک با را آن�ها اعضاي و ... و C و B و Aبزرگ حروف با را مجموعه�ها

می�دهیم. نمایش ... و c و b و

باشند، داشته یکسان اعضاي هرگاه هستند Bبرابر Aو مجموعه گسترشدو اصل بنابر

.A به متعلق B عضو هر و باشد B به متعلق A عضو هر یعنی

می�شود. نامیده تهی مجموعه�ي ندارد عضوي هیچ که مجموعه�اي

هر هرگاه A ⊆ B می�نویسیم و می�نامیم B مجموعه�ي زیرمجموعه�ي را A مجموعه

پس باشد، B به متعلق A عضو

A ⊆ B ⇐⇒ ∀x; (x ∈ A =⇒ x ∈ B)
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نباشد B زیرمجموعه�ي A اگر .a /∈ A می�نویسیم نباشد A به متعلق a اگر 2.2 گزاره

. A ⊈ B می�نویسیم

یکگزاره�نما F (x) و یکمجموعه A اگر که می�کند بیان تصریح اصل به موسوم اصلی

در A از زیرمجموعه�اي عنوان به را {x ∈ A|است Fدرست (x)} می�توان آن�گاه باشد،

دارند. F خاصیت که است A از اعضایی شامل که گرفت نظر

مرجع مجموعه�ي به موسوم M مانند مجموعه یک که می�کنیم فرض مبحثی هر در

آن�ها) زیرمجموعه�هاي و مجموعه�ها همه�ي (و موردبحث اشیاي همه�ي که دارد وجود

هستند. آن عضو

مجموعه�هاي باشند مجموعه دو B و A اگر

{x ∈ M |x ∈ A ∧ x ∈ B}

{x ∈ M |x ∈ A ∨ x ∈ B}

{x ∈ M |x ∈ A ∧ x /∈ B}

A−B A∪Bو A∩Bو با و می�شوند Bنامیده تفاضلAو و اجتماع اشتراك، ترتیب به

می�دهند. نمایش Ac با و نامیده A متمم Mرا −A ویژه به می�شوند. داده نمایش

تفاضل و اجتماع اشتراك، و موردبحث مجموعه�هاي و مرجع مجموعه�ي می�توان

وِن نمودار نمایش، طریقه این که داد، نشان درصفحه هندسی اشکالی توسط را آن�ها

می�شود. نامیده
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مجموعه اشتراكدو :1.2 شکل

مجموعه دو اجتماع :2.2 شکل

را آن و داده نمایش ۲A یا P(A) با را A مجموعه�ي زیرمجموعه�هاي تمام مجموعه

می�نامیم. A توانی مجموعه�ي

دارد. وجود عالم در تهی یکمجموعه فقط کنید ثابت مسأله)

زمین) کره�ي روي انسان�هاي تمام مجموعه�ي (مثلاً مجموعه یک M کنیم حل:فرض

وجود ندارد عضوي هیچ که {x ∈ M |x ̸= x} مجموعه�ي تصریح اصل به بنا باشد.

متمایز تهی مجموعه�ي دو اگر حال دارد. وجود تهی یکمجموعه�ي لااقل بنابراین دارد.

عضوي آن�ها از یکی باید گسترش اصل به بنا باشد، داشته وجود عالم در A۲ و A۱ مانند

امکان�پذیر این و ندارد عضوي هیچ تهی مجموعه�ي اما نباشد. دیگري در که می�داشت
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مجموعه دو تفاضل :3.2 شکل

شکل:4.2  متمم یک 
مجموعه

نیست. 

قرارداد: مجموعه تهی را باϕ  نمایش می�دهند.

شویم، قائل تأخر و تقدم یعنی خاص، ترتیبی ،b و a شیء دو براي اگر 1.2 تعریف

دقیق�تر بیان به می�نامیم. مرتب زوج را آن و (a, b) می�نویسم

(a, b) = {{a}, {a, b}}

(a, b)مرتب زوج دو که می�شود نتیجه سادگی به گسترش اصل به توجه با تعریف ازاین

b = d و a = c که وقتی فقط و فقط برابرند، (c, d) و

(a, b)مرتب زوج مختصدوم) (یا دوم مؤلفه را b و اول) مختص (یا اول مؤلفه را a
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مجموعه باشند، مجموعه دو B و A اگر می�نامند.

{(a, b)|a ∈ A ∧ b ∈ B}

می�شود. داده نمایش A×B با و می�شود نامیده B و A دکارتی حاصلضرب

7.2 مثال

{۱, {۱}} × {∗, ϕ} = {(۱, ∗), (۱, ϕ), ({۱}, ∗), ({۱}, ϕ)}

که کنید توجه

{۱} × {۲} = {(۱,۲)} ̸= {(۲,۱)} = {۲} × {۱}

ندارد. جابجایی خاصیت × بنابراین و

می�گویند. B به A از یکرابطه را A×B از زیرمجموعه هر 2.2 تعریف

زوج دو هیچ آن در که ( f ⊆ A× B (یعنی B به A از f مانند رابطه یک 3.2 تعریف

و می�شود نامیده B به A از تابع یک نیستند مساوي اول مؤلفه�هاي داراي متفاوتی مرتب

است. تابع یک f : A −→ B می�گوییم صورت این در

مجموعه�ي می�نامند. پایان مجموعه�ي مجموعه�يBرا و مجموعه�يآغاز Aرا مجموعه

نمایش Df با و نامیده f تعریف) دامنه (یا تعریف حوزه�ي را f اعضاي اول مؤلفه�هاي

f برد) (یا مقادیر حوزه تعریف حوزه را f اعضاي دوم مؤلفه�هاي مجموعه�ي می�دهیم.

.Rf ⊆ B و Df ⊆ A که کنید توجه می�دهیم. نمایش Rf با و نامیده
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یا b = f(a) می�نویسند و می�نامند f تحت a تصویر را b آن�گاه ،(a, b) ∈ f اگر

Dfتوسط از دلخواه x هر می�کند تعیین که دارد وجود ضابطه�اي اوقات گاهی .a f7−→ b

y = f(x) صورت به که ضابطه این به می�شود. برده پایان مجموعه از عضوي چه به f

می�گویند. تابع ضابطه�ي می�شود، بیان

مجموعه�ي -2 آغاز مجموعه�ي -1 می�شود: مشخص چیز سه با تابع یک کلی حالت در

مرتب. زوج�هاي -3 پایان

معین آن زوج�هاي یکتابع، ضابطه�ي تعریفو حوزه�ي بودن معلوم� با چون همچنین

آغاز مجموعه�ي -1 می�شود: مشخص چیز چهار با تابع یک که گفت می�توان می�گردد

تابع ضابطه�ي تعریف4- حوزه�ي -3 پایان مجموعه�ي -2

تابع ضابطه�ي 8.2 مثال

از است عبارت

f(x) =


∗ x = اگر۱

مشهد a ∈ اگر{۵,فردوسی}
تابع یک ضابطه�ي داشتن با می�گویند. حقیقی تابع یک را f : R −→ R مانند تابع یک

است معین f(x) آن�ها ازاي به که xهایی از ممکن مجموعه�ي بزرگ�ترین می�توان حقیقی
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گفت می�توان پس فرضمی�کنیم. تابع تعریف حوزه�ي را مجموعه این مشخصکرد. را

می�گردد. معین ضابطه�اش با تنها حقیقی تابع هر که

رسم براي نمود. استفاده f مانند رابطه یک نمایش براي پیکانی نمودار از می�توان

اگر سپس و می�کنیم رسم را پایان و آغاز مجموعه�هاي ون نمودار ابتدا پیکانی نمودار

فوق مثال در چه آن (همانند می�کنیم رسم b انتهاي و a ابتداي با پیکان یک ،(a, b) ∈ f

مجموعه�ي عضو هر از آن در استکه رابطه�اي تابع، پیکانی، نمودار نظر از کردیم). عمل

شود. خارج پیکان یک حداکثر آغاز

می�شود. Rاستفاده Rبه از F مانند نمایشیکرابطه براي دکارتی نمودار از همچنین

کنیم رسم یکسان) واحد با (ترجیحاً oy و ox متعامد محور استدو کافی منظور این براي

از �سازیم. مشخص صفحه در را (a, b)مختصات با نقطه آن�گاه ،(a, b) ∈ f اگر سپس و

موازي یکخط روي نقطه�اي دو هیچ آن در استکه رابطه�اي تابع، دکارتی، نمودار نظر

باشند. نداشته قرار oy محور

تابع دکارتی نمودار 9.2 مثال


f : R −→ R

Df = N

f(x) =


۱ زوج n اگر

−۱ فرد n اگر
صورت به
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صورت به آن پیکانی نمودار و

می�باشد.

تابع 10.2 مثال
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از است عبارت
g : A −→ B

g = ,(۵,مشهد)} (□,۵), (∗,۵)}

یا

g : A −→ B

Dg = ,□,مشهد} ∗}

g(x) = ۵

باشد. حقیقی عددي λ و Dg و Df تعریف حوزه�ي با حقیقی تابع دو g و f کنیم فرض

ذیل ضابطه�هاي با ترتیب به f ◦ g و ، f
g ، fg ، f − g ، f + g حقیقی توابع صورت این� در

می�شوند. تعریف

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

(f − g)(x) = f(x)− g(x)

(fg)(x) = f(x)g(x)(
f

g

)
(x) =

f(x)

g(x)

(λf)(x) = λf(x)

(f ◦ g)(x) = f(g(x))

علاوه به است. Df ∩Dg اول تابع سه تعریف حوزه توابع، این ضابطه�ي به توجه با

D f
g
= Df ∩Dg − {x ∈ Dg|g(x) = ۰}
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Dλf = Df

Df◦g = {x ∈ Dg|g(x) ∈ Df}

فرضکنید 11.2 مثال

f = {(۱,−۱), (−۲, ۰), (۳,۱), (۴, ۰)}

g = {(۰,
√
۲), (۱, ۰), (−۲,۵), (۵,

۱
۲
)}

صورت این� در

Df = {۱,−۲,۳,۴} , Dg = {۰,۱,−۲,۵}

پس (f + g)(x) = f(x) + g(x) چون و

f + g = {(۱, f(۱) + g(۱)), (−۲, f(−۲) + g(−۲))}

= {(۱,−۱), (−۲,۵)}

همچنین

D f
g
= Df ∩Dg − {x ∈ Dg|g(x) = ۰} = {۱,−۲} − {۱} = {−۲}

پس
f

g
=

{(
−۲,

f(−۲)
g(−۲)

)}
= {(−۲, ۰)}

علاوه به

Dg◦f = {x ∈ Df |f(x) ∈ Dg} = {x ∈ {۱, −۲, ۳, ۴}|f(x) ∈ {۰, ۱, −۲, ۵}}
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= {−۲,۳,۴}

پس (gof)(x) = g(f(x)) چون و

gof = {(−۲, g(f(−۲))), (۳, g(f(۳)))} =
{
(−۲,

√
۲), (۳, ۰)

}

آن�گاه h(x) = ۱
x و g(x) = x۲ و f(x) = √

x اگر 12.2 مثال

(f − g)(x) = f(x)− g(x) =
√
x− x۲ ; Df−g = Df ∩Dg = R⩾۰ ∩ R = R⩾۰

(gof)(x) = g(f(x)) = g(
√
x) = (

√
x)۲ = x ; Dgof = {x ∈ R⩾۰|

√
x ∈ R} = R⩾۰

(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f(x۲) =
√

x۲ = |x| ; Df◦g = {x ∈ R|x۲ ∈ R⩾۰} = R

(hoh)(x) = h(h(x)) = h(
۱
x
) =

۱
۱
x

= x ; Dhoh =

{
x ∈ R− {۰}|۱

x
∈ R− {۰}

}
= R− {۰}

(۳h)(x) = ۳h(x) =
۳
x

; D۳h = Dh = R− {۰}

تابع انواع 4.2

باشد. Df تعریف حوزه�ي با تابع یک f : A −→ B فرضکنید

هرگاه یکگویند یکبه را f .1

∀x۱, x۲ ∈ Df ; (x۱ ̸= x۲ =⇒ f(x۱) ̸= f(x۲))

نقیض) کمکعکس (به معادل طور به یا

∀x۱, x۲ ∈ Df ; (f(x۱) = f(x۲) =⇒ x۱ = x۲)
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پایان، مجموعه�ي عضو هر به که است یکآن به یک تابع پیکانی، نمودار نظر از

شود. وارد پیکان یک حداکثر

محور موازي خط هر که است یکآن یکبه حقیقی تابع دکارتی، نمودار نظر از

کند. قطع نقطه یک در حداکثر را تابع نمودار ها x

دیگر عبارت به .Rf = B هرگاه گویند پوششی را f .2

∀y ∈ B∃x ∈ Df ; f(x) = y

حداقل پایان، مجموعه�ي عضو هر به استکه پوششیآن تابع پیکانی، نمودار نظر از

شود. وارد پیکان یک

محور موازي خط هر استکه آن پوششی حقیقی یکتابع دکارتی، نمودار نظر از

کند. قطع نقطه یک حداقل در را تابع نمودار ها x

یکبه هم هرگاه یکمی�نامند یکبه تناظر یا یک-پوشا یکبه یا دوسویی، را f .3

باشد. پوششی هم یکو

صورت به تابع ضابطه�ي یعنی باشد Rfتک�عضوي هرگاه ثابتمی�گویند تابع را f .4

باشد. است) معین شیء c آن در (که y = f(x) = c

از نظر نمودار پیکانی یک تابع, ثابت است هرگاه همه�ي پیکان�ها به یک عضو 

در مجموعه�ي پایان وارد شده باشند.
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یک از نمودارشقسمتی ثابتاستهرگاه حقیقی یکتابع دکارتی، نمودار نظر از

باشد. ها x محور موازي خط

حقیقی تابع انواع 5.2

باشد. Df تعریف حوزه�ي با حقیقی تابع یک f فرضکنید

هرگاه می�گویند صعودي را f .1

∀x۱, x۲ ∈ Df ; (x۱ < x۲ =⇒ f(x۱) ⩽ f(x۲))

سمت به ها x محور روي وقتی هرگاه است صعودي f تابع دکارتی نمودار نظر از

یابد. افزایش f نمودار بر واقع نقاط عرض کنیم، حرکت راست

هرگاه می�گویند نزولی را f .2

∀x۱, x۲ ∈ Df ; (x۱ < x۲ =⇒ f(x۱) ⩾ f(x۲))

سمت به ها x محور روي وقتی هرگاه است نزولی f تابع دکارتی نمودار نظر از

یابد. کاهش f نمودار بر واقع نقاط عرض کنیم، حرکت راست
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به کنیم استفاده < از ⩽ جاي به نزولی یا صعودي تابع تعریف در اگر 3.2 گزاره

می�یابیم. دست نزولی اکیداً یا صعودي اکیداً تابع تعریف

هرگاه می�گویند زوج را f .3

∀x ∈ Df ; (−x ∈ Df & f(−x) = f(x))

تابع یک نمودار هستند، ها y محور به نسبت هم قرینه�ي (−x, y) و (x, y) چون

دارد. تقارن ها y محور به نسبت زوج

هرگاه می�گویند فرد را f .4

∀x ∈ Df ; (−x ∈ Df & f(−x) = −f(x))

فرد تابع یک نمودار هستند، مبدأ به نسبت هم قرینه�ي (−x,−y) و (x, y) چون
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دارد. تقارن مختصات مبدأ به نسبت

هرگاه می�گویند متناوب را f .5

∃T > ۰,∀x ∈ Df ; (x+ T ∈ Df & f(x+ T ) = f(x))

(در می�گویند. f تناوب دوره�ي وجود) صورت (در را T > ۰ عدد کوچک�ترین

ندارد.) تناوب دوره ولی است متناوب که می�زنیم مثال تابعی زیر

و چپ به متوالی انتقال�هاي از متناوب تابع یک نمودار دکارتی، نمودار نظر از

به یکفاصله�ي در هاي x ∈ Df ازاي به که نمودارش از معین راستیکقسمت

می�آید. دست به است، شده رسم T طول
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مثال�ها

،R در x۲ و x۱ هر ازاي به زیرا است صعودي اکیداً f(x) = x۳ + ۲x تابع .1

x۱ < x۲ =⇒ x۳
۱ < x۳

۲ =⇒ x۳
۱ + ۲x۱ < x۳

۲ + ۲x۲ =⇒ f(x۱) < f(x۲)

زیرا است نزولی f(x) = ۵ تابع .2

∀x۱, x۲ ∈ Df = R ; x۱ < x۲ =⇒ f(x۱) = ۵ ⩾ ۵ = f(x۲)

است. ثابت تابع این همچنین

زیرا است زوج f(x) = ۲x۲ + cosx تابع .3

∀x ∈ Df = R; −x ∈ Df & f(−x) = ۲(−x)۲ + cos(−x) = f(x)

زیرا است فرد f(x) = −۱
x۳ تابع .4

∀x ∈ Df = R− {۰}; −x ∈ Df & f(−x) =
−۱

(−x)۳
=

−۱
−x۳

= −f(x)

آن�گاه ،T = ۴π اگر زیرا است متناوب f(x) = ۳ sinx تابع .5

∀x ∈ Df = R; x+ T ∈ Df & f(x+ T ) = ۳ sin(x+ ۴π) = f(x)

آن�گاه باشد، دلخواه T > ۰ اگر زیرا است متناوب f(x) = cثابت تابع .6

∀x ∈ Df = R; x+ T ∈ Df & f(x+ T ) = c = f(x)

ندارد. تناوب دوره�ي کوچک�ترین ولی
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دوم و اول مؤلفه�هاي جاي تعویض با باشد، تابع یک f : A −→ B اگر 4.2 تعریف

A به B از g مانند رابطه یک به پیکان�ها) تغییرجهت با پیکانی نمودار در (یا f زوج�هاي

زیرا باشد، یک یکبه f که وقتی فقط و فقط است تابع g این می�یابیم. دست

(a, b), (a, c) ∈ g ⇐⇒ (b, a)(c, a) ∈ f

با را بالا g تابع حالت این در و می�گویند معکوس�پذیر را آن باشد، یک به یک f اگر

لذا می�گویند. f معکوس را آن و می�دهند نمایش f−۱

(x, y) ∈ f ⇐⇒ (y, x) ∈ f−۱

y = f(x) ⇐⇒ x = f−۱(y)

تعریف به بنا صورت این� در

f−۱ : B −→ A

Df−۱ = Rf

x = f−۱(y) ⇐⇒ y = f(x)

. Rf−۱ = Df و

y = نمودارهاي اگر هستند، y = x خط به نسبت یکدیگر قرینه�ي (y, x) و (x, y) چون

y = x خط به نسبت یکدیگر قرینه�ي شوند، رسم یکدستگاه در y = f−۱(x) و f(x)

بود. خواهد

۹۰ را کاغذ کرد، رسم کاغذ روي را f نمودار می�توان f−۱ نمودار رسم براي لذا

کرد. نگاه کاغذ به پشت از و چرخاند درجه
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تابع که دهید نشان 13.2 مثال

f : R −→ R

Df = R⩾۰

y = f(x) = x۲

بیابید. را f−۱ سپس و است معکوس�پذیر

داریم باشند، Df در دلخواه عدد دو x۲ و x۱ فرضکنیم �حل.

f(x۱) = f(x۲) =⇒ x۲
۱ = x۲

۲ =⇒
√

x۲
۱ =

√
x۲
۲ =⇒ x۱ = x۲

چون است. معکوس�پذیر لذا یکو یکبه f پس هستند. نامنفی x۲ و x۱ زیرا

y = f(x) = x۲ ⇒ x = ±√
y

بنابراین x =
√
y پس x ∈ R⩾۰ چون و

f−۱ : R −→ R

Df−۱ = Rf = R⩾۰

x = f−۱(y) =
√
y
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□

چیست؟ f = {(۱,−۱), (−۱,۲), (۰, ۰)} حقیقی تابع معکوس 14.2 مثال

�حل.

f−۱ = {(−۱,۱), (۲,−۱), (۰, ۰)}

□

خاص توابع 6.2

قدرمطلق: تابع الف)

تابع

|.| : R −→ R

D|.| = R

y = |x| =



x x > ۰

۰ x = ۰

−x x < ۰

می�نامند. قدرمطلق تابع را
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داراست. را خواصزیر قدرمطلق تابع کنید ثابت 1.2 تمرین

| − x| = |x|

|x± y| ⩽ |x|+ |y|

−|x| ⩽ x ⩽ |x|

∥x∥ = |x|

|x| < a ⇐⇒ −a < x < a (a > ۰)

| |x| − |y| | ⩽ |x± y|

|xy| = |x| |y|

x۲ ⩽ a۲ ⇐⇒ |x| ⩽ |a|

علامت: تابع ب)
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تابع

sgn : R −→ R

Dsgn = R

sgn x =



۱ x > ۰

۰ x = ۰

−۱ x < ۰

می�نامند. علامت تابع را

داراست. را خواصزیر علامت تابع کنید ثابت 2.2 تمرین

sgn(sgn x) = sgn x

x = sgn x.|x|

sgn(−x) = −sgn x

جزء�صحیح تابع پ)
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دارد وجود n فرد منحصربه صحیح عدد یک x حقیقی عدد هر ازاي به می�دانیم

نشان [x] با و می�خوانند x جزء�صحیح را صحیح عدد این n ⩽ x < n + ۱ که

تابع و می�دهند

[.] : R −→ R

D[.] = R

y = [x] = n ⇐⇒ n ⩽ x < n+ ۱ (n ∈ Z)

می�نامند. جزء�صحیح تابع را

داراست. را خواصزیر جزء�صحیح تابع کنید ثابت 3.2 تمرین

۰ ⩽ x− [x] < ۱

x− ۱ < [x] ⩽ x

[−x] =


−[x] x ∈ Z

−[x]− ۱ x /∈ Z
∀k ∈ Z ; [x+ k] = [x] + k

∃x ; [۲x] ̸= ۲[x]
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[x
n

]
=

[
[x]

x

]

f نمودار روي از توابع بعضی نمودار رسم 7.2

انتقال o′ نقطه�ي به را xoy دستگاه بگیرید. نظر در را صفحه از o′|αβ نقطه�ي و xoy دستگاه

باشند. قدیم محورهاي موازي متناظر طور به جدید محورهاي می�کنیم فرض و می�دهیم

دستگاه در مختصاتآن باشد، صفحه از Aنقطه�اي اگر XO′Yمی�نامیم. را جدید دستگاه

داشت: خواهیم باشد، (X,Y ) جدید دستگاه در و (x, y) قدیم
x = X + α

y = Y + β

یا


X = x− α

Y = y − β

خط معادله�ي صورت این� در می�دهیم. انتقال o′|۱۲ نقطه�ي به را xoy دستگاه 15.2 مثال

از بود خواهد عبارت جدید دستگاه در y = ۳x− ۱

Y = ۳X − ۲ یا (Y + ۲) = ۳(X + ۱)− ۳
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گرفتن نظر در یعنی ها X محور راستاي در a اندازه�ي به A|xy نقطه�ي انتقال 5.2 تعریف

A۲|xy+b نظرگرفتن در یعنی ها y محور راستاي در b اندازه�ي به انتقال و A۱|x+a
y

y = f(x− a) تابع نمودار رسم .1

تابع معادله�ي صورت این در می�دهیم، انتقال o′|a۰ نقطه�ي به را xoy دستگاه

معلوم فرض طبق آن نمودار که Y = f(X) از شد خواهد عبارت y = f(x− a)

دستگاه این در که O نقطه�ي به را Xo′Y دستگاه حال می�کنیم. رسم را آن است.

بدین� برسیم. xoy دستگاه به دوباره تا می�دهیم انتقال است |−a
۰ مختصات داراي

محورها دستگاه ما که کنید توجه می�آید. دست به y = f(x − a) نمودار ترتیب

که گفت می�توان را. شده رسم منحنی ویژه به و صفحه نقاط نه می�کنیم منتقل را

به ها x محور راستاي در y = f(x) تابع نمودار انتقال با y = f(x − a) نمودار

می�آید. دست به a بودن منفی یا مثبت به بسته چپ یا راست به و a اندازه�ي

y − b = f(x) تابع نمودار رسم .2

انتقال با y − b = f(x) نمودار که گفت می�توان y = f(x − a) با مشابه طریق به
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به بسته پایین یا بالا (به ها y محور راستاي در b اندازه�ي به y = f(x) تابع نمودار

می�آید. دست به (b بودن منفی یا مثبت

( c ̸= ۰ (که y = g(x) = cf(x) تابع نمودار رسم .3

نمودار از نقطه�اي (x۰, cy۰)نقطه�ي باشد، y = f(x) نمودار از نقطه�اي (x۰, y۰) اگر

g(x۰) = cf(x۰) = cy۰ زیرا است y = g(x)

نمودار از نقطه�اي (u, vc ) آن�گاه باشد، g تابع نمودار از نقطه�اي (u, v) بالعکساگر و

آوردن دست� به براي پس .f(v) = v
c لذا و v = g(x) = cf(x) زیرا است، f

طول حفظ با (البته را f نمودار نقاط عرض ،f نمودار ازروي g = cf تابع نمودار

می�کنیم. برابر c آن�ها)

نمودار قرینه�ي y = −f(x) نمودار که می�شود نتیجه ، c = −۱ که وقتی ویژه به

هاست. x محور به نسبت y = f(x)
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( d ̸= ۰ (که y = g(x) = f(dx) تابع نمودار رسم .4

که گفت می�توان پس ،(dx۰, y۰) ∈ f که وقتی فقط و فقط (x۰, y۰) ∈ g چون

نمودار از dx۰ نظیر عرضنقطه�ي از است عبارت g نمودار از x۰ نظیر عرضنقطه�ي

نمودار قرینه�ي y = f(−x) نمودار که می�شود نتیجه ،d = −۱ وقتی ویژه به .f

است. ها y محور به نسبت y = f(x)

.y = g(x) = f(|x|) تابع نمودار رسم .5
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چون

g(x) =


f(x) x ⩾ ۰

f(−x) x ⩽ ۰

سمت نیم�صفحه�ي در f نمودار از است عبارت نامنفی هاي x براي g نمودار پس

نسبت راست سمت نیم�صفحه�ي در f نمودار قرینه�ي نامثبت هاي x براي و راست

است. ها y محور به

y = g(x) = |f(x)| تابع نمودار رسم .6

چون

g(x) =


f(x) f(x) ⩾ ۰

−f(x) f(x) ⩽ ۰

قسمت همان است ها x محور روي یا بالا f نمودار که هایی xبراي g نمودار پس

قسمت همین قرینه�ي است، ها x محور زیر f نمودار که هایی xبراي و f نمودار از

است. ها x محور به نسبت f نمودار از

y = g(x) = f( sgn x) تابع نمودار رسم .7
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چون

g(x) =



f(۱) x > ۰

f(۰) x = ۰

f(−۱) x < ۰

است. y = f(−۱) و y = f(۱) خطوط از قسمتی g نمودار پس

. f(۰) = g(۰) ضمناً

. y = g(x) = sgn(f(x)) تابع نمودار رسم .8
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چون

g(x) =



۱ f(x) > ۰

۰ f(x) = ۰

−۱ f(x) < ۰

است. y = −۱ و y = ۰ و y = ۱ خطوط از قسمتی g نمودار پس

. y = g(x) = f([x]) تابع نمودار رسم .9

چون

g(x) =



. .

. .

. .

f(−۱) − ۱ ⩽ x < ۰

f(۰) ۰ ⩽ x < ۱

f(۱) ۱ ⩽ x < ۲

y = f(n) خط از قسمتی n ⩽ x < n + ۱ فاصله�ي در g نمودار n هر براي پس



54 .2 فصل

است.

y = g(x) = [f(x)] تابع نمودار رسم .10

چون

g(x) =



. .

. .

. .

−۱ − ۱ ⩽ f(x) < ۰

۰ ۰ ⩽ f(x) < ۱

۱ ۱ ⩽ f(x) < ۲

قسمتی n هر براي یعنی g(x) = n آن�گاه n ⩽ f(x) < n+۱ اگر x هر پسبراي

تصویر y = nخط بر است واقع y = n+ ۱ و y = nخط دو بین که f نمودار از

می�شود.
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f توابع نمودار روي از توابع از بعضی نمودار رسم 8.2

g و

f + g تابع نمودار رسم .1

اگر .x ∈ Df+g = Df ∩ Dg هر براي پس ،(f + g)(x) = f(x) + g(x) چون

است. f + g نمودار از x طول نظیر نقطه�ي C|xf(x)+g(x) آن�گاه B|xg(x) و A|xf(x)

f ◦ g تابع نمودار رسم .2
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،x ∈ Df◦g = {x ∈ Dg|g(x) ∈ Df} هر پسبراي ،(f ◦g)(x) = f(g(x)) چون

است. f ◦ g نمودار بر x نظیر نقطه�ي C|xf(g(x)) آن�گاه B|g(x)f(g(x)) و A|xg(x) اگر



3 فصل

حد

می�دهیم قرار نیستند حقیقی عدد که باشند ریاضی شیء دو −∞ و +∞ فرضکنیم

R∗ = R ∪ {−∞,+∞}

می�دهیم قرار ، x ∈ R هر براي می�نامیم. حقیقی اعداد وسعت�یافته�ي دستگاه را R∗و

−∞ < x < +∞

حقیقی عدد که بی�نهایت) منفی و بی�نهایت مثبت نام (به جدیدي اعداد را −∞ و +∞

می�گویند). نامتناهی اعداد را آن�ها (گاهی می�کنیم تصور نیستند

کرد. تصور حقیقی اعداد چپمحور راستو انتهاي ترتیب به می�توان ∞−را ∞+و

57
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. r > ۰ و x۰ ∈ R فرضکنیم الف) 1.3 تعریف

Nr(x۰) = {x ∈ R | |x− x۰| < r}

= {x ∈ R | − r < x− x۰ < r}

= {x ∈ R | x۰ − r < x < x۰ + r}

= (x۰ − r, x۰ + r)

می�گویند. r شعاع و x۰ مرکز به همسایگی را

همچنین

N ′
r(x۰) = Nr(x۰)− {x۰}

می�گویند. r شعاع به و x۰ محذوف همسایگی را

M > ۰ فرضکنیم ب)

NM (+∞) = {x ∈ R | x > M}

= (M,+∞)

Mمی�گویند. شعاع به و +∞ مرکز به همسایگی را

M ′ > ۰ فرضکنیم ج)

NM ′(−∞) = {x ∈ R | x < −M ′}
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= (−∞,−M ′)

Mمی�گویند. ′ شعاع به و −∞ مرکز به همسایگی را

ℓ برابر کند میل a به x وقتی f(x) حد می�گوییم .a۱ℓ ∈ R∗ کنیم فرض 2.3 تعریف

می�نویسیم و است

lim
x−→a

f(x) = ℓ

اندازه�ي به x که وقتی کنیم نزدیک ℓ به بتوانیم بخواهیم که قدر هر f(x) مقادیر هرگاه

از همسایگی یک ℓ همسایگی هر ازاي به دیگر عبارت به باشد، نزدیکشده a به کافی

ℓ نظر مورد همسایگی در f(x) همسایگی، آن در x ̸= a هر براي که باشد موجود a

مشخص شعاع�هایشان با مزبور همسایگی�هاي معلومند، ℓ و a که این به توجه با گیرد. قرار

گفت: می�توان پس می�شوند،

∀α∃β∀x ∈ Df − {a}; (x ∈ Nβ(α) =⇒ f(x) ∈ Nα(ℓ))

باشند نامتناهی یا متناهی ℓ یا a که این حسب بر را β و α مجدد نامگذاري مقابل جدول

می�دهد. دست به

β α

δ ε متناهی

M N نامتناهی
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می�گوییم آن�گاه limx−→a f(x) = f(a) باشدو عدديحقیقی a ∈ Df اگر 3.3 تعریف

است. پیوسته a در f

بخواهیم قدر هر استیعنی عدديحقیقی a آن در که limx−→a f(x) = +∞ 1.3 مثال

باشد. نزدیکشده a به کافی قدر به x که این بر مشروط بزرگکنیم را ها f(x) می�توانیم

دیگر عبارت به

∀N∃δ∀x ∈ Df ; (x ∈ N ′
δ(a) =⇒ f(x) ∈ Nn(+∞))

یا

∀N∃δ∀x ∈ Df ; ۰ < |x− a| < δ =⇒ f(x) > N

قدر هر یعنی هستند حقیقی اعدادي ℓ و a آن در که limx−→a f(x) = ℓ 2.3 مثال

a به کافی قدر به x که این بر مشروط کنیم نزدیک ℓ به را ها f(x) می�توانیم بخواهیم

دیگر عبارت به باشد. نزدیکشده

∀ϵ∃δ∀x ∈ Df − {a}; (x ∈ N ′
δ(a) =⇒ f(x) ∈ Nϵ(ℓ))



61

یا

∀ϵ∃δ∀x ∈ Df − {a}; ۰ < |x− a| < δ =⇒ |f(x)− ℓ| < ϵ)

را f(x) مقادیر می�توانیم بخواهیم قدر هر یعنی limx−→−∞ f(x) = −∞ 3.3 مثال

دیگر عبارت به باشد. کوچکشده کافی قدر به x که این بر مشروط کوچککنیم

∀N∃M∀x ∈ Df ; (x ∈ NM (−∞) =⇒ f(x) ∈ NN (−∞))

یا

∀N∃M∀x ∈ Df ; (x < −M =⇒ f(x) < −N)

ℓ به را f(x) مقادیر می�توانیم بخواهیم قدر هر یعنی limx−→+∞ f(x) = ℓ 4.3 مثال

دیگر عبارت به باشد. بزرگشده کافی قدر به x که این بر مشروط نزدیککنیم

∀ϵ∃M∀x ∈ Df ; (x ∈ NM (+∞) =⇒ f(x) ∈ Nϵ(ℓ))



62 حد .3 فصل

ϵ∃M∀x ∈ Df ; (x > M =⇒ |f(x) − ℓ| < ϵ)∀یا

می�نویسیم و است ℓ برابر a در f (چپ) راست حد می�گوییم 4.3 تعریف

lim
x−→a+

f(x) = ℓ یا f(a+) = ℓ

lim
x−→a−

f(x) = ℓ یا f(a−) = ℓ
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قدر به x که این بر مشروط نزدیککنیم ℓ به را f(x) مقادیر بتوانیم بخواهیم هرقدر هرگاه

دیگر عبارت به باشد. نزدیکشده a به (a از (کوچک�تر a از بزرگ�تر مقادیر با کافی

∀α∃β∀x ∈ (a,+∞) ∩Df (x ∈ Nα(a) =⇒ f(x) ∈ Nβ(ℓ))

∀α∃β∀x ∈ (−∞,+∞) ∩Df (x ∈ Nα(a) =⇒ f(x) ∈ Nβ(ℓ))

حد داراي a در که وقتی فقط و فقط است ℓ حد داراي a در f تابع که داد نشان می�توان

باشد. ℓ مساوي چپ حد و راست

پیوسته چپ) (از راست از a در f می�گوییم (f(a−) = f(a))، f(a+) = f(a) اگر

است.

چپ حد یا راست حد داراي شده داده نقاط در زیر تابع آیا که کنید تعیین 5.3 مثال

خیر. یا است
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x۱۰ x۹ x۸ x۷ x۶ x۵ x۴ x۳ x۲ x۱

- + + + + + + + + + راست حد

+ + + + + + + + + - چپ حد

- + + + - - + - - - راست پیوستگی

+ + - - - + + - - - چپ پیوستگی



4 فصل

مختلط اعداد

مختلط اعداد تعریف 1.4

.a, b ∈ R آن در که باشد a + bi شکل به (اعدادي) اشیایی همه�ي مجموعه�ي C گیریم

می�نامند. مختلط یکعدد را اعداد این از یک هر

.b = d و a = c اگر فقط و اگر گویند مساوي را c+ di و a+ biمختلط عدد دو

می�کنیم: تعریف زیر صورت به C در را ضرب و جمع اعمال

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i

(a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad− bc)i

دارند. پخشی و شرکت�پذیري و خواصجابجایی اعمال این
65
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همچنین هستند، ضرب و جمع خنثی�ي ترتیبعضو به ۱+۱i و ۰+ ۰iمختلط اعداد

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را z وارون و z قرینه�ي آن�گاه ،z = a+ bi ∈ C اگر

−z = −a+ (−b)i

۱
z

=
a

a۲ + b۲
+

−b

a۲ + b۲
i, (z ̸= ۰)

b می�دهند، نشان Re z با و می�گویند z حقیقی قسمت را a آن�گاه z = a+ bi ∈ C اگر

می�دهند. نمایش Im z با و می�گویند z موهومی قسمت را

می�دهند. نشان |z| با و می�گویند z مدول یا مطلق قدر a۲√را + b۲

می�دهند. نشان z با و می�گویند z مزدوج قسمت را a+ (−b)i

قرارداد:

می�توان را حقیقی پسعدد می�گیریم. یکی aحقیقی عدد با را a+ ۰iمختلط عدد (1

.R ⊆ C لذا گرفت. نظر در مختلط یکعدد عنوان به

با را a±۱iمختلط عدد همچنین نمایشمی�دهیم، bi نماد با را ۰+ biمختلط عدد (2

می�دهیم. نمایش a± i نماد

می�دهیم. نمایش a− bi نماد با را a+ (−b)iمختلط عدد (3

می�دهیم. نمایش نیز a+ ib و bi+ a نمادهاي با را a+ biمختلط عدد (4

را z۳
z۲
و z۱ + z۲ ،z۱z۲ آن�گاه ،z۳ = ۲ و z۲ = −i و z۱ = ۱+ ۲i اگر 1.4 تمرین

بیابید.
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�حل.

z۱z۲ = (۱+ ۲i)(۰+ (−۱)i) = (۰+ ۲) + (−۱+ ۰)i = ۲− i

z۱ + z۲ = (۱+ ۲i) + (۰+ (−۱)i) = ۱+ ۱i = ۱+ i

z۳
z۲

= z۳.
۱
z۲

= ۲× ۱
۰× (−۱)i

= (۲+ ۰i)×
(

۰
۰+ ۱

+
۱

۰+ ۱

)
i

= (۰− ۰) + (۲+ ۰)i = ۲i

□

مختلط اعداد هندسی نمایش 2.4

و گرفت یکی محور یک روي در نقطه یک با می�توان را حقیقی عدد هر که دیدیم

بالعکس.

است، یک به یک تناظر یک


f : C −→ R۲

f(a+ bi) = (a, b), Df = C
تابع که جا آن از

صفحه�يمختصات در یعنییکنقطه (a, b)زوجمرتب با را a+biمختلط عدد هر می�توان

گفت. نظر در یکی

z = a+ bi ∼ (a, b)
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

θ : آوند یا آرگومان

ρ : قدرمطلق یا مدول

داریم: △
OAH قائم�الزاویه�ي مثلث در

OA =
√

OH۲ +HA۲ =⇒ OA =
√

a۲ + b۲ = |z|, tg θ =
b

a

کند دوران آن اندازه�ي به باید oxنیم�خط که زاویه�اي θ و مبدا نقطه�يAتا فاصله�ي ρ اگر

داریم: باشد، مثبتصفحه) جهت در (البته بگذرد A از تا

z = OA cos(ĤOA) =⇒ a = ρ cos θ,AH = OA sin(ĤOA) =⇒ b = ρ sin θ

z = a+ bi = ρ cos θ + iρ sin θ = ρ(cos θ + i sin θ) = ρ cis θ

(۰ ≤ θ ≤ ۲π و ρ ≥ ۰ (همواره توجه:

می�گویند. z مختلط عدد قطبی شکل را z = ρ cis θعبارت
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آن�گاه: باشد، z۲ = ρ۲ cis θ۲ و z۱ = ρ۱ cis θ۱ اگر

z۱z۲ = (ρ۱ cos θ۱ + iρ۱ sin θ۱) (ρ۲ cos θ۲ + iρ۲ sin θ۲)

= (ρ۱ρ۲ cos θ۱ cos θ۲ − ρ۱ρ۲ sin θ۱ sin θ۲)

+i (ρ۱ρ۲ sin θ۱ cos θ۲ + ρ۱ρ۲ sin θ۲ cos θ۱)

= ρ۱ρ۲ cos (θ۱ + θ۲) + iρ۱ρ۲ sin(θ۱ + θ۲)

= ρ۱ρ۲ cis (θ۱ + θ۲)

ترتیب: همین به
z۱
z۲

=
ρ۱
ρ۲

cis (θ۱ − θ۲

چنان�چه آن�گاه ،zn = z.zn−۱ n ≥ ۲ هر براي و z۱ = z ،z۰ = ۱ نماییم: تعریف اگر

که داد نشان می�تون n روي استقرا کمک به z = ρ cis θ

zn = (ρ cis θ)n = ρn cis (nθ)

داریم: ،ρ = ۱ بالاخصاگر

zn = (ρ cis θ)n = ρn cis (nθ)
ρ=۱
=⇒ ( cis θ)n = cis (nθ) دموآور» «فرمول

بیابید. را (۱+ i)۵ (1 2.4 تمرین

.cos۳θ = ۴ cos۳ θ − ۳ cos θ و sin۳θ = ۳ sin θ − ۴ sin۳ θ دهید: نشان (2

�حل.
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(1

ρ =
√

a۲ + b۲ =

√
۱۲ + ۱۲ =

√
۲

tg θ =
۱
۱

=⇒ θ =
π

۴

(۱+ i)۵ =
(√

۲ cis
π

۴

)۵
= ۲

√
۲ cis

(
۵π
۴

)
= ۴

√
۲ cos

(
π +

π

۴

)
+ i۴

√
۲ sin

(
π +

π

۴

)
=

(
۴
√
۲× −۱√

۲

)
+ i

(
۴
√
۲× −۱√

۲

)
= −۴− ۴i = −۴(۱+ i)

(2

cis ۳θ = ( cis θ)۳ =⇒ cos(۳θ) + i sin(۳θ) = (cos θ + i sin θ)۳ (∗)

(cos θ + i sin θ)۳ = cos۳ θ + i۳ cos۲ θ sin θ + ۳ cos θ sin۲ θi۲ + i۳ sin۳ θ

= cos۳ θ + ۳i cos۲ θ sin θ − ۳ cos θ sin۲ θ − i sin۳ θ

=
(
cos۳ θ − ۳ cos θ sin۲ θ

)
+i
(
۳ cos۲ θ sin θ

)
+ i
(
۳ cos۲ θ sin θ − sin۳ θ

)
=

[
cos۳ θ − ۳ cos θ(۱− cos۲ θ)

]
+i
[
۳(۱− sin۲ θ) sin θ − sin۳ θ

]
=

(
۴ cos۳ θ − ۳ cos θ

)
+ i
(
۳ sin θ − ۴ sin۳ θ

)
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داشت: خواهیم نماییم مقایسه (∗) معادله�ي اول طرف با را فوق عبارات اگر
cos۳θ = ۴ cos۳ θ − ۳ cos θ

sin۳θ = ۳ sin θ − ۴ sin۳ θ

□

.wn = z هرگاه است z ام n ریشه�اي w مختلط عدد می�گوییم

w = η cis φ و z = ρ cis θ اگر می�دهیم. نشان z ۱
n نماد با را z ام n ریشه�ي یک

بنابراین و z = wn آن�گاه ،w = z
۱
n و

ρ cis θ = (η cis φ)n = ηn cis (nφ)
ρ cos θ = ηn cos(nφ)

ρ sin θ = ηn sin(nφ)

می�کنیم جمع هم با رسانده 2 توان به را دستگاه معادلات طرفین

ρ۲(cos۲ θ+sin۲ θ) = η۲n
[
cos۲(nφ) + sin۲(nφ)

]
=⇒ ρ۲ = η۲n =⇒ η = n

√
ρ ≥ ۰

پس
cos θ = cos(nφ)

sin θ = sin(nφ)

.φ = ۲kπ+θ
n (k = ۰,۱, · · · , n− ۱) لذا و nφ = ۲kπ + θ بنابراین

بیابید. را −۱ دوم ریشه�هاي 3.4 تمرین
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�حل.

−۱ = −۱+ ۰i, φ =

√
(−۱)۲ + ۰۲ = ۱

tg θ =
۰

−۱
= ۰ =⇒ θ = π

−۱ = ۱ cis π

(−۱)
۱
۲ =

۲√۱ cis
۲kπ + π

۲
(k = ۰,۱)

با: برابرند −۱ دوم ریشه�هاي بنابراین

w۱ = cis
π

۲
= cos

π

۲
+ i sin

π

۲
= i

w۲ = cis
۳π
۲

= cos
۳π
۲

+ i sin
۳π
۲

= −i

□

هم که است مختلطی عدد i ما دیدگاه از نمی�کنیم. تعریف √−۱ برابر را ⟩ ما 1.4 نکته

می�کنند. صدق i۲ = −۱ رابطه�ي در قرینه�اش هم و خودش

بیابید. را (1 (عدد واحد پنجم ریشه�هاي 4.4 تمرین

نتیجه جبر اساسی قضیه�ي از مطلب این دارد. ام n ریشه�ي n دقیقاً z مختلط عدد هر

می�شود:

دارد. ریشه n دقیقاً C در n درجه�ي از معادله هر جبر) اساسی (قضیه�ي 1.4 قضیه
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آن ریشه�هاي −i و i که داد نشان می�توان دارد. ریشه دو دقیقاً x۲ +۱ = معادله�ي۰ مثلاً

هستند.

هستند منتظم ضلعی nرئوسیک نمایشدهیم، صفحه در اگر را واحد ام nریشه�هاي

است. (۱, ۰) نقطه�ي آن یکراس که

در کرد، استفاده b دستور از می�توان C در ax۲ + bx + c = ۰ معادله�ي حل براي

.±√
∆ = ±

√
|∆|i که داریم دقت باشد. منفی (∆) مبین که حالی
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بیابید را x۲ + x+ ۱ = ۰ ریشه�هاي تمام 5.4 تمرین

x =
−۱±

√
۱− ۴

۲
=

−۱±
√
−۳

۲
=

−۱±
√
۳i

۲
=

−۱
۲

±
√
۳
۲

i

بیابید. را x۶ + x۳ + ۱ = ۰ معادله�ي ریشه�هاي تمام 1.4 مثال


