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کوشی-شوارتس نامساوی به بازنگاهی
گنابادی عبداله زاده فاطمه و صال مصلحیان محمد

چکیده
می پردازیم آن کاربردهای برخی و تاریخچه کوشی-شوارتس، نامساوی بررسی به مقاله این در
مورد را آن ضربی و جمعی معکوس های همچنین می کنیم. ارائه آن برای مختلف اثبات چند و

می دهیم. قرار مطالعه

سرآغاز .١
نام های به که است کوشی-شوارتس نامساوی ریاضیات، در پرکاربرد و مهم نامساوی های از یکی
لاگرانژ نامساوی و کوشی-بونیاکوفسکی-شوارتس» «نامساوی شوارتس»، «نامساوی کوشی»، «نامساوی
فضاهای به نامساوی این یافتن گسترش گوناگون شیوه های نامگذاری ها، این علت است. مشهور نیز [١١]
نظریۀ فیزیک، همچون دیگر علوم و ریاضی آنالیز متعدد ساختارهای در چنان نامساوی این است. مختلف
که می دهد ادامه مختلف زمینه های در خود پیشروی به چنان و است کرده رسوخ اعداد نظریۀ حتی و احتمال
بیندازیم مختصر نگاهی ابتدا در دهید اجازه بنامیم. ریاضیات عالم در گنجی را آن است شایسته به راستی

است. خورده گره نامساوی این با آنها نام که بزرگی ریاضیدان سه زندگی نامۀ به

ریاضیدان سه زندگی نامۀ .٢
تحت که بود پلیس ارشد افسر پدرش آمد. دنیا به پاریس در ١٧٨٩ سال در کوشی١ لوئی اوگوستَن
را فرانسه سال چندین مدت به شد مجبور او خانوادۀ و داد دست از را خود شغل فرانسه، کبیر انقلاب تأثیر

داخلی. ضرب فضای نرمدار؛ فضای کوشی-شوارتس؛ نامساوی کلیدی. کلمات و عبارات
١Augustin-Louis Cauchy
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گنابادی عبداله زاده فاطمه و صال مصلحیان محمد گنابادی١٠٠ عبداله زاده فاطمه و صال مصلحیان محمد گنابادی١٠٠ عبداله زاده فاطمه و صال مصلحیان محمد ١٠٠
رسانید انجام به شهرسازی مهندسی زمینۀ در را خود تحصیلات ابتدا فرانسه، به بازگشت از پس کند. ترک
کنار در و آورد روی محض ریاضیات به سال، چند از پس شد. کار به مشغول زمینه همین در آن از پس و
نبوغ بود. چشمگیر و سریع بسیار ریاضیات در وی پیشرفت پرداخت. ریاضیات در پژوهش به شغلش،
داده شده دایرۀ سه بر که دایره ای کردن (پیدا آپولونیوس مسئلۀ همچون ریاضی اساسی مسائل حل در او
چندوجهی) یک رأس های و یال ها وجه ها، تعداد بین (رابطۀ اویلر فرمول تعمیم و [١۴] باشد) مماس
انتگرال فرمول همگرایی، مفهوم تعمیم آن از بعد شد. آشکار بالاتر، مرتبه های از چندوجهی های برای
در کوشی کرد. معرفی را آنها کوشی که بودند اساسی قضایای و ایده ها ... و تحلیلی تابع یک برای کوشی
به ... و ریاضیاتی فیزیک دیفرانسیل، معادلات مختلط، آنالیز اعداد، نظریۀ همچون گوناگون زمینه های
همچنین او است. ریاضیدانان سایر از بیشتر بسیار او، به منسوب مفاهیم و قضیه ها پرداخت. مطالعه
این گواه است، رسیده ثبت به او از که درسی کتاب پنج و علمی مقالۀ هشتصد حدود بود. قهار نویسنده ای
در کوشی است. ریاضیات دنیای در اویلر از پس نفر دومین آثار، حجم نظر از کوشی واقع در است. مدعا
بر آنها نام که است برجسته ای فرانسوی ٧٢ از یکی کوشی درگذشت. فرانسه در ١٨۵٧ سال می ماه ٢٣

است. شده ثبت ایفل برج

بونیاکوفسکی ویکتور شوارتس آماندوس هرمان کوشی لوئی اوگوستَن

دسامبر ١۶ در می رود، به شمار نوزدهم قرن در برجسته ریاضیدانان از یکی که بونیاکوفسکی١ ویکتور
آموخت. را ابتدایی تحصیلات خود، پدر دوستان نزد کودکی در و شد متولد روسیه در میلادی ١٨٠۴ سال
و فوریه لاپلاس، همچون افرادی با همراهی و آشنایی فرصت آنجا در رفت. فرانسه سوربن به آن از پس
کوشی راهنمایی با را خود دکتری دورۀ پژوهش گذراند. و مطالعه به را خود وقت بیشترِ و کرد پیدا را پواسن
به سپس داد. ارائه را خود رسالۀ ریاضیاتی فیزیک و مکانیک در مختلف زمینۀ سه در و رسانید انجام به
و ریاضیات مختلف زمینه های در تدریس به سن پترزبورگ دانشگاه در ١٨٨٠ سال تا و بازگشت روسیه
داشته احتمال نظریۀ و اعداد نظریۀ گسترش در قابل توجه سهمی همچنین بونیاکوفسکی پرداخت. فیزیک
دانشگاه رئیس نایب سال ٢۵ مدت به او است. زمینه این در پژوهش هایش به سبب وی شهرت بیشترِ و
تأسیس او نام به جایزه ای علمی اش، تلاش های به پاس دانشگاه این ،١٨٧۵ سال در و بود سن پترزبورگ

درگذشت. ١٨٨٩ سال دسامبر ماه در بونیاکوفسکی کرد.
١ Viktor Bunyakovsky



١٠١ کوشی-شوارتس نامساوی به ١٠١بازنگاهی کوشی-شوارتس نامساوی به ١٠١بازنگاهی کوشی-شوارتس نامساوی به بازنگاهی

ریاضیدانانی دورۀ در و کنونی لهستان در ١٨۴٣ سال ژانویۀ ٢۵ در شوارتس١ آماندوس هرمان کارل
تأثیر تحت اما شد مشغول شیمی تحصیل به ابتدا او شد. متولد کرونکر۴ و وایرشتراس٣ کومر٢، همچون
مشترک پژوهش های شاگرد، و استاد جایگاه در دو این آورد. روی هندسه به ویژه و ریاضیات به وایرشتراس،
دیفرانسیل، هندسۀ و مختلط آنالیز زمینۀ در پژوهش به سبب شوارتس و دادند انجام یکدیگر با فراوانی
در متفاوت شخصیتی کرد، ارائه ریاضیات در زیادی دستاوردهای که حالی در شوارتس کرد. پیدا شهرت
راه آهن ایستگاه رئیس همچنین و داوطلب آتش نشانان تیم سرگروه مثلا داشت. ریاضیات دنیای از خارج
مسئلۀ نخستین حل و شوارتس-کریستوفل تبدیل ریمان، نگاشت قضیۀ زمینۀ در به ویژه او کارهای بود.
هرمان کرد. اشاره تسرملو۶ و فیِر۵ به می توان او شاگردان معروف ترین از است. دایره برای مرزی مقدار

فروبست. جهان از چشم برلین در ١٩٢١ سال نوامبر ماه ٣٠ در شوارتس

کوشی-شوارتس نامساوی پیدایش چگونگی .٣
آورد: به دست را زیر نامساوی کوشی ،١٨٢١ سال در بار ∣∣∣اولین n∑

i=١
aibi

∣∣∣ ≤ ( n∑
i=١

a٢
i

) ١
٢( n∑

i=١
b٢
i

) ١
٢

(ai, bi ∈ R, ١ ≤ i ≤ n). (٣ . ١)

آن و داد گسترش نامتناهی مجموع های به را (٣ . ١) نامساوی خود رسالۀ در بونیاکوفسکی بعد، سال ٣٨
f, g ∈ L٢([a, b], λ) هر به ازای کرد: ثابت نیز [a, b] بازۀ بر مربع-انتگرال پذیر توابع برای ∣∣∣را ∫ b

a
fgdλ

∣∣∣٢ ≤
(∫ b

a
|f |٢dλ

)(∫ b

a
|g|٢dλ

)
. (٣ . ٢)

(Ω,F , µ) کنیم فرض می شود: هلدر نامساوی به منجر انتگرال ها برای کوشی-شوارتس نامساوی تعمیم
آن گاه ،g ∈ Lq(Ω, µ) و f ∈ Lp(Ω, µ) ، ١

p + ١
q = ١ اگر .p > ١ و باشد اندازه فضای یک

داریم و fḡ ∈ L١(Ω, µ)∣∣∣ ∫
Ω
fḡdµ

∣∣∣ ≤ (∫
Ω
|f |pdµ

) ١
p
(∫

Ω
|g|qdµ

) ١
q
.

توسط آن از پیش که را (٣ . ٢) انتگرالی صورت مینیمال، رویه های مطالعۀ هنگام شوارتس ،١٨٨٨ سال در
اطلاع بونیاکوفسکی توسط نامساوی این اثبات از شوارتس آورد. به دست بود، شده اثبات بونیاکوفسکی
برتری شوارتس روش مورد، این در که بود آنها حدگیری فرآیند در دو، این برهان اصلی تفاوت نداشت.
١Karl Hermann Amandus Schwarz ٢Ernst Eduard Kummer ٣Karl Theodor Wilhelm Weierstrass
۴Leopold Kronecker ۵Lipót Fejér ۶Ernst Zermelo



گنابادی عبداله زاده فاطمه و صال مصلحیان محمد گنابادی١٠٢ عبداله زاده فاطمه و صال مصلحیان محمد گنابادی١٠٢ عبداله زاده فاطمه و صال مصلحیان محمد ١٠٢
شکل شناخته شده ترین بود. داخلی ضرب فضاهای به گسترش قابل او اثبات سبب، همین به و داشت
می شود: بیان زیر به صورت که است (X, ⟨., .⟩) داخلی ضرب فضای یک در کوشی-شوارتس، نامساوی

| ⟨x, y⟩ | ≤ ∥x∥ ∥y∥ (x, y ∈ X). (٣ . ٣)
است برقرار (٣ . ٣) در تساوی است. X روی داخلی ضرب از ناشی نرم ∥x∥ := ⟨x, x⟩

١
٢ اینجا در

(٣ . ٣) رابطۀ است شایسته شد، گفته آنچه بنابر پس باشند. خطی وابستۀ y و x بردار دو اگر تنها و اگر
حقیقی داخلی ضرب فضاهای در نامساوی این از کوتاه برهانی بنامیم. کوشی-شوارتس» «نامساوی را
کنیم فرض می توانیم کلیت، از شدن کم بدون باشد، R روی داخلی ضرب فضای یک X اگر است: چنین
y′ = y

∥y∥ و x′ = x
∥x∥ بردارهای برای را قضیه است کافی صورت این غیر (در ∥x∥ = ∥y∥ = ١

داریم x, y ∈ X هر برای ببریم). به کار
٠ ≤ ⟨x− y, x− y⟩ = ∥x∥٢ − ٢⟨x, y⟩+ ∥y∥٢.

است. (٣ . ٣) همان که ⟨x, y⟩ ≤ ١ = ∥x∥ ∥y∥ نتیجه در

کاربردها .۴
به ویژه و است فیزیک و ریاضی مختلف شاخه های در کارآمدی بسیار ابزار کوشی-شوارتس نامساوی
بخش، این ابتدای در می خورد. چشم به رابطه این از ردپایی ریاضی آنالیز قضیه های از زیادی شمار در
که داریم بیضی یک کنیم فرض .[١٢] می کنیم بیان هندسه در را کوشی-شوارتس نامساوی از کاربردی
بیضی محیط یک چهارم صورت این در است. آن کوچک قطر نصف و بزرگ قطر نصف به ترتیب b و a

از است عبارت
E(ε) =

∫ π
٢

٠

√
١ − ε٢ sin٢ θ dθ

انتگرال محاسبه کلی حالت در است. ۴E(ε) با برابر بیضی محیط نتیجه در .ε =
√

١ − b٢
a٢ آن، در که

نامساوی در اگر بود. خواهد سودمند بیضی محیط برای بالایی کران یافتن لذا نیست. ساده ای کار بالا



١٠٣ کوشی-شوارتس نامساوی به ١٠٣بازنگاهی کوشی-شوارتس نامساوی به ١٠٣بازنگاهی کوشی-شوارتس نامساوی به بازنگاهی

می آوریم به دست ،g(θ) =√١ − ε٢ sin٢ θ و f(θ) = ١ دهیم قرار انتگرال ها برای کوشی-شوارتس
∫ π

٢

٠

√
١ − ε٢ sin٢ θdθ ≤

√∫ π
٢

٠
١٢dθ

√∫ π
٢

٠
(١ − ε٢ sin٢ θ)dθ

=

√
π

٢

√∫ π
٢

٠

(
١ − ε٢ ١ − cos ٢θ

٢
)
dθ

=

√
π

٢
√[

θ − ε٢
(θ

٢ − sin ٢θ
۴
)]π

٢
٠

=

√
π

٢
√(π

٢ − ε٢π
۴
)
=

π

٢
√

١ − ε٢
٢ .

نامساوی این مهم کاربردهای دیگر از است. بیضی محیط برای بالایی کران یک ٢π
√

١ − ε٢
٢ بنابراین

کرد: اشاره زیر موارد به می توان
داخلی: ضرب از ناشی نرم برای داخلی ضرب فضای در مثلثی نامساوی اثبات کلاسیک: آنالیز در •

∥x+ y∥٢ = ⟨x+ y, x+ y⟩ = ∥x∥٢ + ٢Re ⟨x, y⟩+ ∥y∥٢

≤ ∥x∥٢ + ٢| ⟨x, y⟩ |+ ∥y∥٢

≤ ∥x∥٢ + ٢∥x∥∥y∥+ ∥y∥٢

= (∥x∥+ ∥y∥)٢.

H هیلبرت فضای در {uα}α∈I مانند متعامدیکه مجموعۀ هر برای می کند بیان که بِسل نامساوی اثبات
داریم x ∈ H هر ∑و

α∈I
| ⟨x, uα⟩ |٢ ≤ ∥x∥٢.

رابطۀ اساس بر دلخواه داخلی ضرب فضای به R٢ اقلیدسی صفحۀ از زاویه مفهوم تعمیم

θx,y := cos−١ ⟨x, y⟩
∥x∥ ∥y∥

(x, y ̸= ٠).

[−١, ١] بازۀ در همواره ⟨x,y⟩
∥x∥ ∥y∥ کسر مقدار که می کند تضمین کوشی-شوارتس نامساوی که کنید توجه

است. تعریف شدنی آن روی cos−١ تابع نتیجه در و دارد قرار
f : Rn → R چندمتغیرۀ تابع برای کوشی-شوارتس نامساوی از استفاده با چندمتغیره: حسابان در •
جهت در f تابع سویی مشتق Du(f) آن، در که می آوریم به دست را |Du(f)| ≤ ∥▽ f∥ ∥u∥ رابطۀ



گنابادی عبداله زاده فاطمه و صال مصلحیان محمد گنابادی١٠۴ عبداله زاده فاطمه و صال مصلحیان محمد گنابادی١٠۴ عبداله زاده فاطمه و صال مصلحیان محمد ١٠۴
است. f گرادیان بردار ▽f و u بردار

واریانس-کوواریانس نامساوی باشد. احتمال فضای یک (Ω,F , P ) کنیم فرض احتمال: نظریۀ در •
به صورت L٢(Ω, P ) فضای در Y و X تصادفی متغیر دو برای که

Cov(X,Y ) ≤ Var(X)Var(Y )

یک ⟨X,Y ⟩ = Cov(X,Y ) واقع در است. کوشی-شوارتس نامساوی از نتیجه ای می شود، بیان
عبارت آن از ناشی نرم و می دهد به دست مربع-انتگرال پذیر تصادفی متغیرهای مجموعۀ روی داخلی ضرب

.∥X∥ = Var(X) از است
بخواهیم هرچه که می گوید خلاصه به طور کوانتومی فیزیک در هایزنبرگ قطعیت عدم اصل فیزیک: در •
هایزنبرگ به عکس. و می شود کمتر آن تکانۀ اندازه گیری دقت بگیریم، اندازه دقیق تر را الکترون یک مکان
توانست شرودینگر او، از پس کرد. خود آنِ از را فیزیک نوبل جایزۀ بنیادی اصل این تشریح و بیان به سبب
برد. بهره کوشی-شوارتس نامساوی از آن اثبات در و کند حل و بیان آزاد ذرۀ یک برای را حرکت معادلۀ

زمینۀ در قضیه هایی اثبات در کوشی-شوارتس نامساوی اما باشد انتظار از دور شاید اعداد: نظریۀ در •
.[٢] است رفته به کار همنهشتی ها

نامساوی های جمله از می رسند؛ اثبات به کوشی-شوارتس نامساوی از استفاده با نیز دیگری روابط
برقرارند: c و b ،a مثبت اعداد برای که زیر
؛ a
b+c +

b
c+a + c

b+a ≥ ٣٢ (١)
؛ a٢a+b +

b٢b+c +
c٢c+a ≤ ١ (٢)

.a٢
b + b٢

c + c٢
a ≥ a+ b+ c (٣)

دهیم نشان است کافی می کنیم. ثابت را (١) نمونه، برای
a

b+ c
+ ١ + b

a+ c
+ ١ + c

a+ b
+ ١ ≥ ٩

٢
معادلا یا

(a+ b+ c)
( ١
b+ c

+
١

c+ a
+

١
a+ b

)
≥ ٩

٢ . (١ . ۴)

با است معادل (١ . ۴) آن گاه ،z =
√
a+ b و y =

√
c+ a ،x =

√
b+ c دهیم قرار اگر

(x٢ + y٢ + z٢)
( ١
x٢ +

١
y٢ +

١
z٢
)
≥ ٩.



١٠۵ کوشی-شوارتس نامساوی به ١٠۵بازنگاهی کوشی-شوارتس نامساوی به ١٠۵بازنگاهی کوشی-شوارتس نامساوی به بازنگاهی

داریم کوشی-شوارتس، نامساوی بنابر اکنون

(١ + ١ + ٢(١ =
[
x(

١
x
) + y(

١
y
) + z(

١
z
)
]
≤ (x٢ + y٢ + z٢)

( ١
x٢ +

١
y٢ +

١
z٢
)
.

است. برقرار (١) نتیجه در و (١ . ۴) نامساوی بنابراین

کوشی-شوارتس نامساوی گسستۀ صورت برای برهان چند .۵
می کنیم بیان (٣ . ١) کوشی-شوارتس نامساوی گسستۀ صورت برای متفاوت برهان چند بخش، این در
با نامساوی این کلاسیک اثبات که می کنیم یادآوری دارد. را خود خاص زیبایی هریک می رسد نظر به که

.[١٣] می شود انجام ریاضی استقرای

صورت این در باشند. Rn در بردار دو (y١, . . . , yn) و (x١, . . . , xn) کنیم فرض .١ . ۵ قضیه
( n∑

i=١
xiyi

)٢
≤
( n∑

i=١
x٢
i

)( n∑
i=١

y٢
i

)
(١ . ۵)

باشیم داشته i = ١, . . . , n هر برای كه باشد موجود λ حقیقی عدد اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و
.xi = λyi

دوجمله ای، جبری اتحاد بنابر اول: برهان
n∑
i=١

n∑
j=١

(xiyj − xjyi)
٢ =

n∑
i=١

x٢
i

n∑
j=١

y٢
j +

n∑
i=١

y٢
i

n∑
j=١

x٢
j − ٢

n∑
i=١

xiyi

n∑
j=١

yjxj

= ٢
( n∑

i=١
x٢
i

)( n∑
i=١

y٢
i

)
− ٢
( n∑

i=١
xiyi

)٢
.

راست سمت نتیجه در است. نامنفی بنابراین و حقیقی اعداد مربعات از مجموعی فوق، تساوی چپ سمت
است. (١ . ۵) حكم همان كه بود خواهد نامنفی نیز آن

می كنیم: تعریف زیر به صورت را {Sn} دنبالۀ دوم: برهان

Sn = (x١y١ + · · ·+ xnyn)
٢ − (x٢١ + · · ·+ x٢

n)(y
٢١ + · · ·+ y٢

n).



گنابادی عبداله زاده فاطمه و صال مصلحیان محمد گنابادی١٠۶ عبداله زاده فاطمه و صال مصلحیان محمد گنابادی١٠۶ عبداله زاده فاطمه و صال مصلحیان محمد ١٠۶
صورت این در

Sn+١ − Sn = (x١y١ + · · ·+ xn+١yn+٢(١

− (x٢١ + · · ·+ x٢
n+١)(y٢١ + · · ·+ y٢

n+١)

− (x١y١ + · · ·+ xnyn)
٢ − (x٢١ + · · ·+ x٢

n)(y
٢١ + · · ·+ y٢

n)

می آوریم به دست جمله ها دسته بندیِ و كردن ساده با كه
Sn+١ − Sn = −

[
(x١yn+١ − y١xn+٢(١ + (x٢yn+١ − y٢xn+٢(١ +

· · ·+ (xnyn+١ − ynxn+٢(١].
نامساوی های به روند، این ادامۀ با .Sn+١ ≤ Sn داریم n ∈ N هر به ازای بنابراین

Sn ≤ Sn−١ ≤ · · · ≤ S١ = ٠
می دهد. نتیجه را (١ . ۵) که می یابیم دست

و tn ،. . . ،t٢ ،t١ حقیقی عددهای برای پس است. محدب R روی f(t) = t٢ تابع سوم: برهان
n∑داریم

i=١ pi = ١ شرط با pn ،. . . ،p١ مثبت عددهای
(p١t١ + · · ·+ pntn)

٢ ≤ p١t٢١ + · · ·+ pnt
٢
n.

نامساوی از pi = y٢
i

y٢١+···+y٢
n

و ti = xi
yi

دادنِ قرار با که ناصفرند yiها همۀ یا می دهد: روی حالت دو
(x١y١ + · · ·+ xnyn

y٢١ + · · ·+ y٢
n

)٢
≤

x٢١ + · · ·+ x٢
n

y٢١ + · · ·+ y٢
n

داریم اول حالت از استفاده با صورت این در که yi١ = · · · = yik = ٠ یا و می گیریم نتیجه را (١ . ۵)( n∑
i=١

xiyi

)٢
=
( ∑

i̸=i١,...,ik
xiyi

)٢
≤
( ∑

i̸=i١,...,ik
x٢
i

)( ∑
i̸=i١,...,ik

y٢
i

)

≤
( n∑

i=١
x٢
i

)( n∑
i=١

y٢
i

)
.

در نیستند. صفر همگی aiها می کنیم فرض و f(t) =∑n
i=١(ait− bi)

٢ می دهیم قرار چهارم: برهان
صورت این

f(t) =
( n∑

i=١
ai

)٢
t٢ − ٢

( n∑
i=١

aibi

)
t+

( n∑
i=١

bi

)٢
.



١٠٧ کوشی-شوارتس نامساوی به ١٠٧بازنگاهی کوشی-شوارتس نامساوی به ١٠٧بازنگاهی کوشی-شوارتس نامساوی به بازنگاهی

ندارد متمایز ریشۀ دو f(t) = ٠ معادلۀ است، مثبت t برحسب دوم درجۀ عبارت این در t٢ ضریب چون
دیگر، عبارت به نیست. مثبت آن مبین لذا و

۴
( n∑

i=١
aibi

)٢
− ۴
( n∑

i=١
ai

)٢( n∑
i=١

b٢
i

)٢
≤ ٠

است. برقرار (١ . ۵) نتیجه در و
سال در که است نلسن١ به منسوب نوع، این از ساده اثبات های از یکی کلام): بدون (اثبات پنجم برهان
آمده شکل زیر در کلام، بدون اثبات این شرح است. شده بیان اقلیدسی صفحۀ در بردار دو برای ١٩٩۴
می دانیم که است متوازی الاضلاع یک مثلث، چهار بین محصور ناحیۀ چپ سمت شکل در واقع در است!

شده محصور ناحیۀ راست، سمت شکل در است. ارتفاع در قاعده حاصل ضرب با برابر آن مساحت
متوازی الاضلاع قاعدۀ است. آن عرض در طول حاصل ضرب با برابر آن مساحت که است مستطیل یک
حادۀ زاویۀ سینوس در مستطیل عرض حاصل ضرب با برابر آن ارتفاع اما است برابر مستطیل طول با
شکل دو در نیز مثلث چهار مساحت شد. خواهد کمتر مستطیل عرض از نتیجه در و است متوازی الاضلاع

بود: خواهد کمتر راست سمت ناحیۀ مساحت از چپ سمت ناحیۀ مساحت بنابراین است. برابر

(|a|+ |y|)(|b|+ |x|) ≤ ٢
( |ab|

٢ +
|xy|

٢
)
+
√
a٢ + b٢√x٢ + y٢.

از کوچکتر چپ سمت شکل مساحت حالت، سه هر در است. قرار همین به نیز زیر شکل های روایت
دیگر، طرف در و می شود تشکیل مستطیل طرف، یک در که دلیل این به است راست سمت شکل مساحت
توضیح در که آن مشابه محاسباتی با نیز موارد این در کمتر. مساحت با و قاعده همان با متوازی الاضلاعی

گرفت. نتیجه را کوشی-شوارتس نامساوی می توان شد، بیان نلسن اثبات
١R. B. Nelsen
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با آنها از برخی که شده اند ثابت کوشی-شوارتس نامساوی از استفاده با زیادی عددی نامساوی های
،. . . ،a٢ ،a١ اگر می گوید که است واگنر١ نامساوی آنها از یکی هستند. معادل کوشی-شوارتس نامساوی

آن گاه ،α ∈ [٠, ١] و باشند مثبت حقیقی اعداد bn ،. . . ،b٢ ،b١ و an( n∑
i=١

aibi + α
∑
i ̸=j

aibj

)٢
≤
( n∑

i=١
a٢
i + ٢α∑

i ̸=j

aiaj

)( n∑
i=١

b٢
i + ٢α∑

i̸=j

bibj

)
.

١Klaus Wagner



١٠٩ کوشی-شوارتس نامساوی به ١٠٩بازنگاهی کوشی-شوارتس نامساوی به ١٠٩بازنگاهی کوشی-شوارتس نامساوی به بازنگاهی

نتیجه کوشی-شوارتس نامساوی α = ٠ دادنِ قرار با باشد، برقرار واگنر نامساوی اگر که است روشن
برای صورت این در باشد. برقرار کوشی-شوارتس نامساوی و α ∈ [٠, ١] کنیم فرض به عکس، می شود.

دستور b = (b١, . . . , bn) و a = (a١, . . . , an) nتایی های

[a,b] :=
( n∑

i=١
aibi + α

∑
i̸=j

aibj

)

فضای یک مانند داخلی نیم ضرب فضای یک که کنید توجه می کند. تعریف Rn روی داخلی نیم ضرب یک
نامساوی .a = ٠ گرفت نتیجه نمی توان ⟨a, a⟩ = ٠ شرط از اینکه بجز می شود تعریف داخلی ضرب
استفاده ویژگی هایی از آن اثبات در زیرا است، برقرار نیز داخلی نیم ضرب فضاهای برای کوشی-شوارتس
نیم ضرب برای را نامساوی این است کافی اکنون برقرارند. نیز داخلی نیم ضرب فضاهای در که می شود

آید. به دست واگنر نامساوی تا ببریم به کار فوق داخلی

کوشی-شوارتس نامساوی معکوس و تظریف .۶
هدف ها از یکی می دهیم. قرار مطالعه مورد دیگر جنبه ای از را کوشی-شوارتس نامساوی بخش، این در
پیدا بالایی کران اگر است. P −Q مانند عبارتی برای مناسب كران یك كردن پیدا نامساوی ها، بحث در
نامساوی عکس برقراریِ از سؤال به منتهی گاه که کنیم سؤال هم پایین کران مورد در است ممکن شود،
پیش طبیعی سؤال این باشیم، داشته P ≤ Q مانند نامساوی یک وقتی کلی، حالت در می شود. داده شده
تحت دقیق تر، عبارت به یا است؟» برقرار عکس جهت در نامساوی این شرایطی، چه که «تحت می آید
با P مجموع یا و P از مضربی از است، بزرگتر P از کلی حالت در که را Q عبارت می توان شرایطی چه
نامساوی آن جمعی معکوس را دوم حالت و ضربی معکوس را اول حالت کرد. کوچکتر مثبت، عدد یک
کوشی-شوارتس نامساوی ضربی و جمعی معکوس های از مهم صورت چند بیان به بخش این در می گویند.
خوانندۀ کوشی-شوارتس، نامساوی عکس کاربردهای و اهمیت مورد در بیشتر اطلاع برای می پردازیم.
نامساوی و کوشی-شوارتس نامساوی بین ارتباط به توجه با می دهیم. ارجاع [۶] مقالۀ به را علاقه مند
نزدیکی ارتباط یکدیگر با نیز نامساوی دو این ضربی) و (جمعی معکوس های شد، اشاره آن به که مثلثی

آورد. به دست دیگری معکوس برای روابطی می توان آنها از یکی گرفتن نظر در با و دارند
از نامساوی، بخشیدن بهبود اصطلاحاً و مناسب تظریف های آوردنِ به دست نامساوی ها، مطالعۀ در
از که است شده پیدا آن کران های بین مقادیری نیز نامساوی این مورد در است. برخوردار خاصی اهمیت



گنابادی عبداله زاده فاطمه و صال مصلحیان محمد گنابادی١١٠ عبداله زاده فاطمه و صال مصلحیان محمد گنابادی١١٠ عبداله زاده فاطمه و صال مصلحیان محمد ١١٠

:[۴ ،٣] کالبات نامساوی به می توان آن تظریف های )پایه ای ترین n∑
i=١

aibi

)٢
≤
( n∑

i=١
azi b

٢−z
i

)( n∑
i=١

a٢−z
i bzi

)
≤
( n∑

i=١
ayi b

٢−y
i

)( n∑
i=١

a٢−y
i byi

)
≤
( n∑

i=١
a٢
i

)( n∑
i=١

b٢
i

)
یا ٠ ≤ y ≤ z ≤ ١ و هستند مثبت اعداد bn ،. . . ،b٢ ،b١ و an ،. . . ،a٢ ،a١ آن، در که کرد اشاره

می پردازیم. کوشی-شوارتس نامساوی معکوس های بیان به اکنون .١ ≤ z ≤ y ≤ ٢
مثبتی حقیقی اعداد bn ،. . . ،b١ و an ،. . . ،a١ کنیم فرض اعداد. در جمعی معکوس .١ . ۶
صورت این در .i = ١, ٢, . . . , n هر برای m٢ ≤ bi ≤ M٢ و m١ ≤ ai ≤ M١ که به طوری باشند

داشت: خواهیم را ذیل نامساوی های
گروس١: نامساوی •( n∑

i=١
a٢
i

) ١
٢( n∑

i=١
b٢
i

) ١
٢ ≤

n∑
i=١

aibi

+

√
M١M٢(

√
M١M٢ −

√
m١m٢(٢

٢√m١m٢
min

{M١
m١

,
M٢
m٢

}
.

b = (b١, . . . , bn) و a = (a١, . . . , an) بردارهای نرم حاصل ضرب می شود، مشاهده که همان طور
.[١٠] است شده مثبت مقداری با آنها داخلی حاصل ضرب جمع مساوی یا کوچکتر Rn در

شیشا-موند٢: نامساوی •∑n
k=١ a٢

k∑n
k=١ akbk

−
∑n

k=١ akbk∑n
k=١ b٢

k

≤
(√M١

m٢
−
√

m١
M٢

)٢
.

معکوس از دیگری صورت ساده، محاسبات و کسر دو بین مشترک مخرج گرفتن با نامساوی، این در
مقدار که است این دارد وجود رابطه این در که تفاوتی می آید. به دست کوشی-شوارتس نامساوی جمعی

دارد. بستگی b و a بردارهای به آمده، به دست مثبت
در آمده به دست معکوس با جمعی، معکوس این داخلی. ضرب فضای در جمعی معکوس .٢ . ۶
یا بزرگتر مثبت، عدد یک با |⟨x, y⟩| حاصل جمع مستقیماً که نظر این از است متفاوت نرمدار فضاهای
بردار دو y و x کنیم فرض خلاصه، به طور است. بزرگتر آن مجذور از واقع در و نیست ∥x∥ ∥y∥ مساوی
١Grüss type inequality ٢Shisha-Mond inequality



١١١ کوشی-شوارتس نامساوی به ١١١بازنگاهی کوشی-شوارتس نامساوی به ١١١بازنگاهی کوشی-شوارتس نامساوی به بازنگاهی

این در .∥x − y∥ ≤ δ که به طوری باشد موجود δ > ٠ و باشند H داخلی ضرب فضای در ناصفر
آن گاه ،∥y∥ > δ اگر صورت

∥x∥٢∥y∥٢ ≤ | ⟨x, y⟩ |+ δ٢∥x∥٢

آن گاه ،∥y∥ < δ اگر و
∥x∥٢∥y∥٢ ≤ δ٢ − ∥y∥٢ + ٢| ⟨x, y⟩ |.

آن بعد بخش در که داشت خواهیم را کوشی-شوارتس نامساوی ضربی معکوس ،∥y∥ = δ حالت در
نامساوی برای دیگری جمعی معکوس متفاوت، شرایطی با [۵] در نیز دراگومیر١ .[٧] می کنیم بیان را
H داخلی ضرب فضای در ناصفر بردار دو y و x اگر که صورت این به است کرده ارائه کوشی-شوارتس

شرط در a,A ∈ C و باشند
Re ⟨Ax− y, x− ay⟩ ≥ ٠

معادل به طور یا
∥x− a+A

٢ y∥ ≤ ١
٢ |A− a| ∥y∥

آن گاه کنند، صدق
∥x∥٢∥y∥٢ ≤ | ⟨x, y⟩ |٢ + ١

۴ |A− a|٢ ∥y∥۴

کرد. آن جایگزین کوچکتر ضریبی نمی توان که معنی این به است بهترین نامساوی، این در ١۴ ضریب و
مثبت حقیقی اعداد bn ،. . . ،b١ و an ،. . . ،a١ کنیم فرض اعداد. در ضربی معکوس .٣ . ۶
صورت این در .i = ١, ٢, . . . , n هر برای m٢ ≤ bi ≤ M٢ و m١ ≤ ai ≤ M١ که به طوری باشند

پولیا٢-سگو٣: نامساوی •
n∑
i=١

a٢
i

n∑
i=١

b٢
i ≤

(m١m٢ +M١M٢(٢
۴m١m٢M١M٢

( n∑
i=١

aibi

)٢
. (١ . ۶)

کوشی-شوارتس نامساوی ضربی معکوس برای ثابتی ضریب گروس، نامساوی مانند نیز رابطه این در
،mbi ≤ ai ≤ Mbi که باشند موجود M و m مثبت اعداد بالا، فرض به جای اگر است. آمده به دست

می شود: تبدیل زیر نامساوی به (١ . ۶) آن گاه
n∑
i=١

a٢
i

n∑
i=١

b٢
i ≤

(M +m)٢
۴Mm

( n∑
i=١

aibi

)٢
.

١S. S. Dragomir ٢George Pólya ٣Gábor Szegö
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کوشی- نامساوی ضربی معکوس مستقیماً نمی توان را رابطه این دیاز-متکالف١: نامساوی •
قرار با البته است. گرفته قرار a بردار نرم از ضریبی نامساوی چپ سمت در زیرا کرد، تلقی شوارتس
a بردارهای برای کوشی-شوارتس نامساوی ضربی معکوس می تواند زیر رابطۀ ،b′ =

√
m٢M٢
m١M١ b دادنِ

باشد: b′ و
n∑

k=١
b٢
k +

m٢M٢
m١M١

n∑
k=١

a٢
k ≤

(M٢
m١

+
m٢
M١

) n∑
k=١

akbk.

داخلی ضرب فضای در ناصفر بردار دو y و x اگر داخلی. ضرب فضای در ضربی معکوس .۴ . ۶
معادلا یا Re ⟨Λy − x, x− λy⟩ ≥ ٠ که به طوری باشند موجود Λ, λ ∈ C عددهای و باشند H∥∥∥x− Λ + λ

٢ y
∥∥∥ ≤ ١

٢ |Λ− λ| ∥y∥,

آن گاه
∥x∥ ∥y∥ ≤ |Λ + λ|

٢[Re(λ̄Λ)] ١
٢
| ⟨x, y⟩ |.

کوشی-شوارتس نامساوی عملگریِ صورت .٧
دهیم گسترش ∗C-جبرها به داخلی ضرب فضاهای از را کوشی-شوارتس نامساوی داریم قصد اکنون
می توان را ∗C-جبرها تمامی که آنجا از اما کنیم. بیان را کوشی-شوارتس نامساوی از دیگری صورت و
به را مطالب بیان کرد، مطالعه است، H هیلبرت فضای یک روی عملگرهای جبر که کلی ساختار یک در

داریم. نیاز اولیه تعریف چند به ابتدا می کنیم. معطوف B(H)

کراندار خطی عملگرهای همۀ مجموعۀ B(H) و C میدان روی هیلبرت فضای یک H کنیم فرض
عمل نقطه وار، به صورت عدد در ضرب و جمع عمل های با همراه B(H) صورت این در باشد. H روی
∗C-جبر یک تشکیل است، T عملگر هیلبرتی الحاقی T ∗ آن در که T 7→ T ∗ نگاشت و توابع ترکیب
n×n ماتریس های تمام جبر یعنی ،Mn(C) با را B(H) جبر dim(H) < ∞ که حالتی در و می دهد
خودالحاقی T هرگاه T ≥ ٠ می نویسیم و گوییم مثبت عملگر را T ∈ B(H) می انگاریم. رویCیکسان
({λ ∈ C : T − λI نیست معکوس پذیر } مجموعۀ (یعنی آن طیف و (T = T ∗ (یعنی باشد
آن ویژۀ مقدارهای همۀ هرگاه است مثبت ماتریس یک A بنابراین باشد. [٠,+∞) از زیرمجموعه ای

باشند. نامنفی
١Dِiaz-Metcalf inequality



١١٣ کوشی-شوارتس نامساوی به ١١٣بازنگاهی کوشی-شوارتس نامساوی به ١١٣بازنگاهی کوشی-شوارتس نامساوی به بازنگاهی

یک B(H) خودالحاقی عضوهای مجموعۀ روی A ≥ B ⇐⇒ A − B ≥ ٠ رابطۀ بنابراین
نتیجه بتوان A ≥ ٠ از اگر گوییم مثبت را Φ : B(H) → B(K) نگاشت است. جزئی ترتیب رابطۀ

است. مثبت نگاشت یک Φ(X) = Z∗XZ مثلا .Φ(A) ≥ ٠ گرفت
این بر سعی معمولا می کند. پیدا معنا نیز عملگری نامساوی های جزئی، ترتیب رابطۀ این تعریف با
دهیم؛ گسترش عملگرها برای است، برقرار اعداد دربارۀ که را p(t) ≤ q(t) مانند نامساوی یک که است
اینجا در است. برقرار نیز A عملگر برای p(A) ≤ q(A) نامساوی شرایطی چه تحت کنیم بررسی یعنی

است. عملگرها فضای به کوشی-شوارتس نامساوی گسترش هدف
کادیسون١ نخست است. شده بیان B(H) در مختلفی صورت های به کوشی-شوارتس نامساوی
پس و کرد بیان Φ مثبت یکانی نگاشت و A خودالحاقی عملگر برای را Φ(A٢) ≥ Φ(A)٢ نامساوی

رسانید. اثبات به را Φ(A∗A) ≥ Φ(A)∗Φ(A) کلی تر رابطۀ چوی٢ آن، از
می شود: تعریف زیر به صورت A,B ∈ H عملگر دو برای هندسی میانگین

A♯B = A
١
٢ (A− ١

٢BA− ١
٢ )

١
٢A

١
٢

آورد: به دست زیر به صورت می توان را کوشی-شوارتس نامساوی از دیگری نوع اکنون
n∑
i=١

Ai♯Bi ≤
( n∑

i=١
Ai

)
♯
( n∑

i=١
Bi

)
.

کوشی- نامساوی از دیگری صورت عملگرها، فضای در یکانی پایای نرم های معرفی با همچنین
نسبت هرگاه گوییم یکانی پایای نرم یک H از I ایدآل یک روی را ∥ . ∥ نرم می کنیم. بیان را شوارتس
دو هر و A ∈ I هر برای اگر است یکانی پایای ∥ . ∥ نرم واقع در باشد. پایا یکانی عضوهای ضرب به
U ∈ H عملگر که می کنیم یادآوری .∥UAV ∥ = ∥A∥ باشیم داشته U, V ∈ H مانند یکانی عضو
در که است یکتایی عملگر U∗ و همانی عملگر I آن، در که UU∗ = I = U∗U اگر گوییم یکانی را
ماتریس های فضای در مثال، برای می کند. صدق x, y ∈ H هر برای ⟨Ux, y⟩ = ⟨x,U∗y⟩ رابطۀ

نرم بلکه عملگری، نرم نه تنها است، خودش به Cn از خطی تبدیلات فضای واقع در که n× n

∥[aij ]∥٢ =
( n∑

i,j=١
|aij |٢

) ١
٢

نامساوی از متعددی صورت های [٩] در هیلبرت-اشمیتمی گویند. نرم آن به که است یکانی پایای نرم یک
نامساوی به می توان مثال، برای که است آمده به دست شکل، این به نرم هایی از استفاده با کوشی-شوارتس

∥A∗B∥٢ ≤ ∥A∗A∥ ∥B∗B∥.
١R. V. Kadison ٢M. D. Choi
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کنید. مطالعه را [١] نامساوی، این دیگر صورت های با آشنایی برای کرد. اشاره
-C∗ و ∗C-جبرها در به ویژه آن کاربردهای و کوشی-شوارتس نامساوی از دیگری صورت های
با اعداد، به جای هیلبرت ∗C-مدول های مبحث در .[٨ ،١] است آمده به دست هیلبرت مدول های
داخلی ضرب ساختار با کاملا نامساوی این که است اینجا جالب و داریم سروکار ∗C-جبر یک عضوهای
می رسد. اثبات به کوشی-شوارتس نامساوی از خاصی صورت نیز آنها در و است سازگار ∗C-مدول ها

a ∈ A ∗C-جبر، یک A آن، در که Φ(a٢) ≥ |Φ(a)|٢ کادیسون شناخته شدۀ نامساوی مثال، برای
نامساوی عملگریِ صورت رویAاست، مثبت خطی نگاشت Φیک : A → C و خودالحاقی عضو یک
کرد بررسی می توان به سادگی آن گاه ،⟨a, b⟩ := Φ(b∗a) دهیم قرار اگر واقع در است. کوشی-شوارتس
نیم ضرب این برای را کوشی-شوارتس نامساوی اگر اکنون است. A روی داخلی نیم ضرب یک ⟨., .⟩ که
را آن می توان نظر، این از می آید. به دست کادیسون نامساوی کنیم، بازنویسی a = b به ازای و داخلی

دانست. کوشی-شوارتس نامساوی از دیگری صورت
به منجر که آنها سازندۀ پیشنهادات برای مقاله محترم داوران از مایلند نویسندگان سپاسگزاری:

نمایند. قدردانی و تشکر شد، مقاله نگارش بهبود
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