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نرمدار برداری فضاهای در بِرکوف-جیمز تعامد
مصلحیان صال محمد و گنابادی عبداله زاده فاطمه

چکیده
به داخلی ضرب فضاهای در بردار دو تعامد رابطۀ گسترش چگونگی بیان به مقاله این در
معرفی را تعامد دیگر انواع و بِرکوف-جیمز تعامد رابطۀ می پردازیم. نرمدار برداری فضاهای

می کنیم. بیان نرمدار برداری فضاهای هندسۀ دید از را آنها ویژگی های و

سرآغاز .١
R٢ اقلیدسی صفحۀ در خط دو بودنِ عمود از الهام با تعامد مفهوم داخلی، ضرب پیدایش از پس
معرفی به رابطه این دربارۀ مطالعات شد. تعریف داخلی ضرب فضای یک بردارهای بین رابطه ای به عنوان
تنها معادل، شرایط این از برخی انجامید. داخلی ضرب فضاهای در بردار دو تعامد برای معادل شرایط
(که نرمدار برداری فضاهای در بردارها تعامد تعریف برای را آنها می توان لذا و می شوند بیان نرم برحسب
این به مختصر اشاره ای ١٩٣۵ سال به مقاله ای در بِرکوف برد. به کار نیستند) داخلی ضرب فضای الزاماً

داد. انجام جیمز بعد سال ده حدود را باره این در جامع و اصلی مطالعات اما کرد موضوع
بود، کالیفرنیا ایالت در مود٢» «هاروی دانشگاه مؤسس نفرۀ هفت هیأت عضو که جیمز١ روبرت
فناوری مؤسسۀ از نرمدار» برداری فضاهای در «تعامد موضوع در را خود دکتریِ مدرک ١٩۴۶ سال در
همین به بود. ریاضیات استاد اولین مود، هاروی دانشگاه مؤسسان بین در او کرد. دریافت کالیفرنیا
اهدا را جیمز» «روبرت جایزۀ ریاضی رشتۀ در برگزیده دانشجویان از نفر دو به ساله هر دانشگاه این سبب،
کاربرد و جیمز فضای معرفی و باناخ فضاهای حوزۀ در او تحقیقات به دلیل بیشتر جیمز شهرت می کند.

متوازی الاضلاع. اتحاد بِرکوف-جیمز؛ تعامد متعامد؛ بردارهای داخلی؛ ضرب فضای کلیدی. کلمات و عبارات
١Robert C. James ٢Harvey Mudd

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۶ ©
١٢١



١٢٢ بِرکوف-جیمز ١٢٢تعامد بِرکوف-جیمز ١٢٢تعامد بِرکوف-جیمز تعامد

اگر است بازتابی X باناخ فضای می گوید که جیمز» «قضیۀ همچنین است. نقض مثال های ارائۀ در آنها
در ویژه به طور کند، اختیار X واحد گوی از نقطه ای در را خود نرم X روی خطی تابعک هر اگر تنها و

دارد. کاربرد بِرکوف-جیمز تعامد به مربوط قضایای اثبات
آغاز ١٩٢٨ سال به هاروارد در را خود دانشگاهی تحصیلات بِرکوف دیوید جرج پسر بِرکوف١ گرت
مجرد جبر سرانجام اما رفت کمبریج به فیزیک-ریاضی، به ریاضیات از رشته تغییر قصد به سپس کرد.
به او است. رسیده چاپ به ١٩٣٠ دهۀ در بِرکوف مقالات بیشترِ شد. هال٢ فیلیپ شاگرد و کرد انتخاب را
چاپ به مجرد جبر مختلف حوزه های در بسیاری مقاله های و کتاب ها مک لین٣ خود، هم دانشگاهی همراه
باعث و شد منتشر ١٩٣۵ سال در که مجرد» جبرهای ساختارهای «دربارۀ عنوان با مقاله ای جمله از رساند؛
به دوم جهانی جنگ طول در بِرکوف گردید. جهانی۴ جبرهای نام به ریاضیات در جدید شاخه ای پیدایش
مهندسی و محاسبات رادارها، هدف بندی روی و شد جذب مهندسی» «ریاضیات خودش، قول به شاخۀ،
نویمان۵ فون جان با نزدیکی دوستی او داد. انجام پژوهش هایی و... گلوله پرتاب برای تانک ها و اسلحه ها
بِرکوف شاگردان جمله از داد. انجام نیز رایانه ای علوم زمینۀ در نویمان فون با مشترکی تحقیقات و داشت

کرد. اشاره آرنز۶ ریچارد به می توان
چند ابتدا می پردازیم. است نرمدار برداری فضاهای در تعامد تعریف که مقاله اصلی هدف به اکنون
روی برداری فضای یک X همواره تعریف ها این در می کنیم. بیان است نیاز مورد که را مقدماتی تعریف

است. مختلط اعداد یا حقیقی اعداد میدان K آن، در که است K میدان
λ ∈ K و x, y ∈ X هر برای که به طوری ∥.∥ : X → R+ تابع از است Xعبارت روی نرم یک

کند: صدق زیر شرایط در
.∥x∥ = ٠ ⇔ x = ٠ (الف)

.∥λx∥ = |λ| ∥x∥ (ب)
.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (پ)

می توان Xرا برداری فضای از نقطه هر نرم واقع در می خوانیم. نرمدار برداری فضای را (X, ∥.∥) جفت
فضای روی متر یک d(x, y) = ∥x − y∥ که کرد بررسی می توان کرد. تلقی مبدأ تا نقطه آن فاصلۀ

است. X نرمدار برداری
عدد ε > ٠ هر برای هرگاه گوییم کُشی (X, d) متری فضای در را {xn} دنبالۀ که می کنیم یادآوری
می توان به سادگی .d(xn, xm) < ε آن گاه ،n,m ≥ n٠ اگر که به طوری باشد داشته وجود n٠ ∈ N
فضای نیست. برقرار مطلب این عکس اما است کُشی متری، فضای یک در همگرا دنبالۀ هر که داد نشان
١Garret Birkhoff ٢Philip Hall ٣Saunders MacLane ۴universal algebras ۵John Von Neumann
۶Richard Arens
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ناشی متر با X نرمدار برداری فضای اگر می نامیم. کامل باشد، همگرا کُشی، دنبالۀ هر آن در که را متری
می خوانیم. باناخ فضای را (X, ∥.∥) باشد، کامل نرم از

برای که به طوری ⟨., .⟩ : X → K تابع از است عبارت X برداری فضای روی داخلی ضرب یک
کند: صدق زیر شرایط در λ ∈ K و x, y, z ∈ X هر

.⟨x, x⟩ = ٠ ⇐⇒ x = ٠ و ⟨x, x⟩ ≥ ٠ (الف)
.⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ (ب)

.⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ (پ)
.⟨λx, y⟩ = λ ⟨x, y⟩ (ت)

کُشی-شوارتز: نامساوی به کمک می نامیم. داخلی ضرب فضای را (X, ⟨., .⟩) جفت
| ⟨x, y⟩ | ≤ ∥x∥ ∥y∥ ∀x, y ∈ X

داخلی ضرب از که است X داخلی ضرب فضای روی نرم یک ∥x∥ = ⟨x, x⟩
١
٢ که داد نشان می توان

می نامیم. هیلبرت فضای را آن باشد، باناخ فضای نرم این با X اگر می شود. ناشی
،x, y ∈ X هر برای X داخلی ضرب فضای در که کرد ثابت می توان به آسانی

∥x+ y∥٢ + ∥x− y∥٢ = ٢∥x∥٢ + ٢∥y∥٢.

که بگیرید نظر در اقلیدسی صفحۀ در متوازی الاضلاعی اگر زیرا می شود، نامیده متوازی الاضلاع اتحاد این،
x + y بردارهای متوازی الاضلاع قطرهای آن گاه باشد، y بردار آن مجاور ضلع و x بردار آن ضلع یک
متوازی الاضلاع یک قطرهای مربعات مجموع مسطحه، هندسۀ در قضیه ای بنابر و بود خواهند x− y و
است کافی و لازم شرط چراکه دارد، زیادی اهمیت تساوی این آن. ضلع های مربعات مجموع با است برابر

باشد. شده ناشی ⟨., .⟩ داخلی ضرب از نرمدار برداری فضای یک نرم اینکه برای
داد نشان می توان .⟨x, y⟩ = ٠ اگر گوییم متعامد را y و x بردارهای ،X داخلی ضرب فضای در

هستند: معادل زیر حکم های X داخلی ضرب فضای در که
,x⟩؛ y⟩ = ٠ (الف)

+x∥؛ y∥٢ = ∥x∥٢ + ∥y∥٢ (ب)
+x∥؛ y∥ = ∥x− y∥ (پ)

.λ ∈ K هر برای ∥x+ λy∥ ≥ x (ت)
از جهت دار پاره خطی با R٢ در بردار هر باشند. R٢ اقلیدسی صفحۀ در متعامد بردار دو y و x کنیم فرض
مثلث در فیثاغورس فرمول (ب)، قسمت گرفت. یکی انتهایش نقطۀ با را آن می توان و می شود رسم مبدأ
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وقتی واقع در است. آن وتر x− y بردار و آن قائمۀ زاویۀ ضلع دو y و x بردارهای که است قائم الزاویه ای
مثلث یک از ساق دو تشکیل نتیجه در و است π٢ آنها بین زاویه هستند، متعامد R٢ فضای در بردار دو
چون اما .∥x− y∥٢ = ∥x∥٢ + ∥y∥٢ بنابراین است. آن وتر x− y بردار که می دهند را قائم الزاویه
(الف) همان نتیجه که کرد جایگزین y با را −y می توان فوق فرمول در است، عمود نیز −y بر x بردار
و x وقتی واقع در است. برابر هم با x− y و x+ y بردارهای طول می گوید (پ) قسمت بود. خواهد
حاصل y و x بردارهای رسم از که هستند مستطیلی قطرهای x − y و x + y هستند، عمود هم بر y
زیرفضای تا x بردار فاصلۀ که است معنا این به (ت) قسمت دارند. برابر طول های نتیجه در می شود.
توسط شده تولید زیرفضای R٢ در است. x بردار طول مساوی یا بزرگتر همواره y بردار توسط شده تولید
صورت این به R٢ فضای در رابطه این توصیف است. y بردار راستای در و مبدأ از گذرنده خط ،y بردار
زیرا است، مبدأ تا x فاصلۀ همان y توسط شده تولید خط تا x بردار انتهای نقطۀ فاصلۀ کوتاه ترین که است
که می دانیم و می شود رسم y هادی بردار با متناظر خط به x انتهای نقطۀ از که است عمودی خط پای مبدأ

است. مفروض خط بر نقطه آن از عمود خط طول خط، یک تا نقطه یک از فاصله کوتاه ترین
بیان نرم برحسب تنها است، آمده به دست تعامد برای که معادلی شرایط می کنید ملاحظه که همان طور
نرمدار برداری فضاهای به داخلی ضرب فضاهای از را تعامد می توان آنها از استفاده با این رو از شده اند.

داد. گسترش

نرمدار برداری فضاهای در تعامد مهم انواع .٢
روبرتز١ توسط ابتدا در نرمدار، برداری فضاهای به داخلی ضرب فضاهای از تعامد تعریف گسترش

کرد: ارائه نرمدار فضای یک در بردار دو تعامد برای را زیر تعریف او شد. مطرح ١٩٣۴ سال در

x ⊥r y ⇐⇒ ∥x− λy∥ = ∥x+ λy∥ ∀λ ∈ R. (٢ . ١)

برداری فضای X اگر که کرد ثابت جیمز نیست. مناسب روبرتز تعریف که داد نشان جیمز آن از پس
آن گاه باشد، (٠, ١) بازۀ روی R در ضرایب با ax٢ + bx به شکل ٢ درجه چندجمله های همۀ از متشکل
باشند. صفر آنها از یکی دست کم که است این (٢ . ١) تعریفِ با g و f بردار دو تعامد برای لازم شرط
متساوی الساقین تعامدِ تعریف دو اقلیدسی، فضای در بردار دو تعامد هندسی ویژگی های از الهام با سپس
داد نشان جیمز کرد. تعریف دید، خواهیم که معنایی به نرمدار برداری فضاهای در را فیثاغورسی تعامدِ و
X که وقتی مگر نیست همگن یا و جمعی ،X نرمدار برداری فضای یک روی متساوی الساقین تعامد که
به تفصیل و کرد اثبات فیثاغورسی تعامد برای را مشابه حکمی همچنین باشد. داخلی ضرب فضای یک
١B. D. Roberts
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رابطۀ [٧] و [۶] در سپس جیمز پرداخت. آنها به
x ⊥BJ y ⇐⇒ ∥x+ λy∥ = ∥x∥ ∀λ ∈ R (٢ . ٢)

در که پرداخت آن ویژگی های بررسی به و کرد مطرح نرمدار برداری فضای یک در بردار دو تعامد برای را
کرده اشاره آن به [٢] در بِرکوف که است مطلبی همان و پیش گفته معادل حکم های در (ت) قسمت واقع
در pr و pq بردار دو می کند: بیان طور این تعامد از را خود تعریف مقاله این ابتدای در بِرکوف است.
سایر تا r فاصلۀ مینیمم pr بردار طول هرگاه عمودند برهم ٣ از ناکمتر بعد Xبا داخلی ضرب فضای یک
تعریف (٢ . ٢) با را تعامد تا شد جیمز برای ایده ای که بود تعریف همین واقع در باشد. pq پاره خط نقاط
این از مستقل کاملا مقاله اش در بِرکوف هدف چون می شود، نامیده جیمز نام به تنها تعامد این گاهی کند.

بود. موضوع
است، آمده به دست [٧] در جیمز توسط که را تعامد برای معادل صورت های از یک هر بخش، این در

می کنیم. تعریف نرمدار برداری فضاهای در تعامد از نوعی به عنوان
،X نرمدار برداری فضای در .٢ . ١ تعریف

هرگاه x ⊥BJ y می نویسیم و گوییم متعامد بِرکوف-جیمز به تعبیر را y و x بردار دو (الف)
∥x+ λy∥ ≥ ∥x∥ ∀λ ∈ K.

هرگاه x ⊥i y می نویسیم و دارند متساوی الساقین تعامد y و xبردار دو گوییم (ب)
∥x+ y∥ = ∥x− y∥.

هرگاه x ⊥p y می نویسیم و دارند فیثاغورسی تعامد y و x بردار دو گوییم (پ)
∥x+ y∥٢ = ∥x∥٢ + ∥y∥٢.

نرمدار، برداری فضاهای در اما هستند معادل هم با تعامدها این سۀ هر داخلی ضرب فضاهای در
: l ١ برداری فضای در مثال، برای نمی دهد. نتیجه را دیگری هیچ کدام و مستقل اند کاملا تعامدها این

x ⊥p y صورت این در .y = (٨,−۴, ٠, ٠, . . .) و x = (٣, ٢, ٠, ٠, . . .) کنیم فرض .١
.x ̸⊥BJ y و x ̸⊥i y اما

x ⊥i y صورت این در .y = (١−,٢, ٠, ٠, . . .) و x = (١, ١, ٠, ٠, . . .) کنیم فرض .٢
.x ̸⊥BJ y و x ̸⊥p y اما

اما x ⊥BJ y صورت این در .y = (١−,١, ٠, ٠, . . .) و x = (١, ٠, ٠, . . .) کنیم فرض .٣
.x ̸⊥i y و x ̸⊥p y
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تعریف شده تعامد ضعف بود، کرده تعریف او که تعامدی که بود این می کرد، اثبات باید جیمز که حکمی اولین
X نرمدار برداری فضای هر در دیگر، عبارت به ندارد. نرمدار برداری فضاهای هندسۀ در را روبرتز توسط
.x ⊥BJ z٢ و z١ ⊥BJ x که به طوری دارند وجود z١, z٢ ∈ X ناصفر بردارهای x ∈ X هر برای و
x, y ∈ X بردار دو هر برای آورد: به دست باره این در حکمی هان-باناخ قضیۀ از استفاده با [۶] در جیمز
اگر به علاوه .µx + y ⊥BJ x و x ⊥BJ λx + y که به طوری دارند وجود λ, µ ∈ R اعداد
هر برای آن گاه ،β٢x+ y ⊥BJ x و β١x+ y ⊥BJ x ،x ⊥BJ α٢x+ y ،x ⊥BJ α١x+ y

.µx+ y ⊥BJ x و λx+ y ⊥BJ x داریم β١ ≤ µ ≤ β٢ هر و α١ ≤ λ ≤ α٢
یکتا شرایطی چه با ضرایب این می پرسیم آوردیم، میان به سخن µ و λ ضرایب وجود از که حال

کرد. ارائه می توان اعداد این یکتایی از متفاوتی تعریف های نیست، متقارن ⊥BJ رابطۀ چون هستند.
،⊥BJ رابطۀ گوییم صورت این در .x ̸= ٠ و x, y ∈ X کنیم فرض .٢ . ٢ تعریف

x؛ ⊥BJ λx+ y که باشد موجود λ ∈ K یک تنها و یک اگر است یکتا راست از (الف)
.µx+ y ⊥BJ x که باشد موجود µ ∈ K یک تنها و یک اگر است یکتا چپ از (ب)

تعامد که حالتی در فقط و است متفاوت بسیار ⊥BJ رابطۀ در راست یکتایی و چپ یکتایی شرایط
دید، خواهید بعدی احکام در که همان طور داد. ارتباط هم به را آنها می توان باشد، متقارن بِرکوف-جیمز
⊥BJ رابطۀ خواص به راست، یکتایی که حالی در دارد بستگی X برداری فضای ساختار به چپ یکتایی

است. وابسته
و x ⊥BJ y دیگر، عبارت به باشد. جمعی اگر تنها و اگر است یکتا راست از ⊥BJ رابطۀ .٢ . ٣ گزاره

.x ⊥BJ (y + z) دهند نتیجه x ⊥BJ z

داریم. نیاز را زیر تعریف چپ، یکتایی دربارۀ حکمی آوردن به دست برای
به متعلق y و x مانند نقطه دو هر برای اگر گوییم محدب اکیداً را X نرمدار برداری فضای .۴ . ٢ تعریف

کند. قطع نقطه دو همین در تنها را گوی این مرز y و x از گذرنده خط ،X واحد گوی مرز
یکتا چپ از X برداری فضای روی ⊥BJ رابطۀ اینکه برای کافی و لازم شرط که داد نشان می توان

باشد. محدب اکیداً X که است این باشد

بِرکوف-جیمز تعامد نظیر زاویۀ .٣
A : X × X → R دومتغیرۀ تابع (X, ⟨., .⟩) داخلی ضرب فضای یک در بردار دو بین زاویۀ
به توازی اول، است: ویژگی ها این دارای A زاویه تابع .A(x, y) = arccos ⟨x,y⟩

∥x∥ ∥y∥ ضابطۀ با است
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y و x اگر تنها و اگر A(x, y) = π و باشند هم جهت y و x اگر تنها و اگر A(x, y) = ٠ که معنی این
,A(x؛ y) = A(y, x) ،x, y ∈ X هر به ازای که معنی این به تقارن دوم، باشند؛ مخالف جهت های در

،s, t ∈ R هر و x, y ∈ X هر به ازای که معنی این به همگنی سوم،

A(sx, ty) =

{
A(x, y) st > ٠

π −A(x, y) st < ٠
آن گاه ،limn→∞ yn = y و limn→∞ xn = x اگر که معنی این به پیوستگی سرانجام، و

lim
n→∞

A(xn, yn) = A(x, y).

متناسب نرمدار، برداری فضاهای به داخلی ضرب فضاهای از تعامد مفهوم مختلف توسیع های با همگام
زاویۀ اگر R٢ در مثال، برای شده اند. تعریف مختلف ضابطه های با جدیدی زاویه ای توابع تعامدها این با
نظر در می شود تعریف arctan x٢−y٢

x١−y١ به صورت که را y = (y١, y٢) و x = (x١, x٢) بردار دو بین
بخش، این در شود. π٢ با برابر آنها بین زاویۀ اینکه با است معادل بردار دو فیثاغورسی تعامد آن گاه بگیریم،

که به طوری کنیم تعریف Aq مانند زاویه ای تابعی تصویر، توابع از استفاده با که است این هدف

x ⊥BJ y ⇐⇒ Aq(x, y) =
π

٢ .
π٢ با برابر تعبیر این به آنها بین زاویۀ که باشد این با معادل بردار دو بِرکوف-جیمزِ تعامد دیگر، عبارت به
زیرفضای در آنها بین زاویۀ Xبا نرمدار برداری فضای در بردار دو بین زاویۀ داریم انتظار که آنجا از شود.
متمرکز بعدی دو برداری فضای روی را خود مطالعۀ است کافی باشد، برابر هم با دو آن توسط شده تولید
دو نمایش y = (y١, y٢) و x = (x١, x٢) و {e١, e٢} پایۀ با برداری فضای Xیک کنیم فرض  کنیم.

می دهیم قرار باشد. پایه این برحسب X در خطی مستقل بردار

Dxy =

[
x١ y١
x٢ y٢

]
.

z ∈ X هر برای هستند. خطی مستقل y و x زیرا ،|Dxy| = y٢x١ − y١x٢ ̸= ٠ صورت این در
در که Pxy تصویر تابع بنابراین .z = αx + βy که به طوری دارند وجود α, β ∈ K یکتای عددهای
خواهد خوش تعریف می شود، تعریف زیر ضابطۀ با x توسط شده تولید فضای Xبه توی از y بردار راستای

بود:
Pxy : X −→ {tx; t ∈ R}, Pxy(αx+ βy) = αx.
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{e١, e٢} پایۀ برحسب را آن نمایش اگر است. وابسته y و x بردارهای به تنها Pxy که کنید می ملاحظه
داشت خواهیم بنویسیم،

Pxy =
١

|Dxy|

[
x١y٢ −x١y١
x٢y٢ −x٢y١

]
.

می دهیم قرار x, y ∈ X بردار دو هر برای داریم. اختیار در q-زاویه تعریفِ برای را کافی ابزار اکنون

q(x, y) =

{ ٠ خطی اند وابسته yو x
∥Pxy∥−١ خطی اند مستقل yو x

می کنیم: تعریف زیر به صورت و می دهیم نشان Aq(x, y) با را بردار دو بین q-زاویۀ
Aq(x, y) = arcsin(q(x, y)).

آن گاه باشند، {e١, e٢} پایه با X در بردار دو y = (y١, y٢) و x = (x١, x٢) اگر حال
x ⊥BJ y ⇐⇒ Aq(x, y) =

π

٢ .

بِرکوف-جیمز تعامد کاربردهای .۴
در نرم تابع که است این است Xلازم مانند برداری فضای یک بودنِ نرمدار برای که شرایطی از یکی
بسیاری مطالعات کند. صدق x, y ∈ X هر برای ∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥ یعنی مثلثی، نامساوی
گرفته انجام می شود، تبدیل تساوی به نامساوی این آنها تحت که شرایطی و آن معکوس رابطه، این روی
این در تساوی برقراریِ برای معادل شرط یک بِرکوف-جیمز، تعامد از استفاده با اینجا در .[۵ ،١] است

می کنیم. بیان نرمدار برداری فضاهای در نامساوی

معادل اند: زیر حکم های صورت این در .x, y ∈ X و باشد نرمدار فضای Xیک کنیم فرض .١ . ۴ گزاره
+x∥؛ y∥ = ∥x∥+ ∥y∥ (الف)
y؛ ⊥BJ (∥x∥y − ∥y∥x) (ب)
.x ⊥BJ (∥x∥y − ∥y∥x) (پ)

مانند نرمدار برداری فضای یک نرم آنها از یک هر برقراریِ با که شده اند معرفی متعددی شرایط تاکنون
مشخصه های است. متوازی الاضلاع اتحاد شرایط، این شناخته شده ترین می شود. ناشی داخلی ضرب Xاز

می کنیم: بیان را آنها خلاصه به طور اینجا در که است آمده به دست نیز دیگری
∥x∥؛ = ∥y∥ = ١ که x, y ∈ X هر برای ∥x+ y∥٢ + ∥x− y∥٢ = ۴ (الف)
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λ؛ ∈ R هر برای ∥x+ λy∥ = ∥x− λy∥ آن گاه ،∥x+ y∥ = ∥x− y∥ اگر (ب)
هر برای ∥x + λy∥٢ = ∥x∥٢ + ∥λy∥٢ آن گاه ،∥x + y∥٢ = ∥x∥٢ + ∥y∥٢ اگر (پ)

.[۴] λ ∈ R

ضرب فضاهای برای جدیدی مشخصه های می توان کرده ایم، معرفی که مختلفی تعامدهای از استفاده با
نرمدار فضای اینکه برای کافی و لازم شرط است: کرده ثابت جالبی حکم در [٨] در کاپور یافت. داخلی
به دهد. نتیجه را بقیه معرفی شده تعامدهای از یکی تنها که است این باشد داخلی ضرب فضای یک X

هستند: معادل زیر حکم های X نرمدار برداری فضای برای کامل تر، بیان
است؛ داخلی ضرب فضای یک X (الف)

x؛ ⊥i y آن گاه ،x ⊥p y اگر x, y ∈ X هر برای (ب)
x؛ ⊥p y آن گاه ،x ⊥i y اگر x, y ∈ X هر برای (پ)

x؛ ⊥BJ y آن گاه ،x ⊥p y اگر x, y ∈ X هر برای (ت)
x؛ ⊥p y آن گاه ،x ⊥BJ y اگر x, y ∈ X هر برای (ث)
x؛ ⊥BJ y آن گاه ،x ⊥i y اگر x, y ∈ X هر برای (ج)
.x ⊥i y آن گاه ،x ⊥BJ y اگر x, y ∈ X هر برای (چ)

فضای Xیک که می شود این به منجر تعامدها این بین ارتباطی کوچکترین می شود دیده که همان طور
یک به عنوان که می شویم متذکر پایان در است. قوی بسیار شرط یک دیگر، عبارت به باشد. داخلی ضرب
بین اسکالر ضرب و جمع اعمال حافظ نگاشت یک یعنی خطی، تبدیل یک اگر که کرد فکر می توان مسئله
دامنۀ در بردار دو اگر یعنی است؛ تعامد حافظ نگاشت این صورت چه در باشیم، داشته نرمدار فضای دو

[٩] بود؟ خواهند عمود برهم نیز دو آن تصویرهای شرایطی چه تحت باشند، عمود برهم تابع
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