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 انتخابات ریاضیات و
 

 محمد صال مصلحیان
 دانشگاه فردوسی مشهد

 
 

 :چکیده
 

 انتخاب برندهو   به تحلیل روشهای شمارش آراءریاضیات در انتخاباتدر این مقاله بعد از ارایۀ تارخچه ای از کاربرد 
ه های ختلف، نتیجمالگوریتمهای با اعمال  ممکن است نشان داده ایم که چگونه در یک رأی گیریو پرداخته 

 .همچنین مهمترین پارادوکسهای انتخاباتی  بررسی گردیده است .آید متفاوت به دست 
 

 مقدمه
 

 مؤثر نیزعلوم انسانی توسعۀ روشهای کند در  قش اساسی که در علوم تجربی ایفا مینریاضیات علاوه بر 
 ،)هااکاندید (ونگی انتخاب نامزدهاچگ(توان به کاربردهای ریاضیات در تحلیل انتخابات  به ویژه می. است

ارزشیابی سیستمهای نیز انتخاب برنده و و  آراءرأی، روشهای شمارش نحوه رأی دادن و تدوین ورقۀ 
 گردد به زمانی قلاب فرانسه بر میاولین کاربرد ریاضیات در این زمینه به دوره ان. اشاره کرد) انتخاباتی

 Marquis de   و Jean de Charles Borda (1733-1799)   فرانسویدو فیلسوف و ریاضیدان که
Condorcet (1743-1794) های اساسی را در ارتباط با سیستمهای انتخاباتی مطرح  روشها و ایده

اســـتفاده  از دیگر دانشمندانی که از ریـاضـیات برای پاسخ گویی به ســـؤالات انـتخاباتی .کردند
  ,Chareles Dodgson( 1832-1898 ) , Duncan Black (1908-1991)کــرده اند مـی توان از 

John Kemeny (1926-1992)و  Donald G. Saari نام برد  . 
انتخاب رییس جمهور، : در بسیاری از کشورها انتخابات در بسیاری از موقعیتها به چشم می خورد

، انتخاب اعضای نمونهبرتر در یک جشنواره، انتخاب معلم  انتخاب اعضای شورای شهر، انتخاب فیلم
با این حال چگونگی . . . . اتحادیه های صنفی و اعضای هیأت مدیرۀ شورای اجرایی انجمنهای علمی یا 

 به بررسی های نظری و آراءانتخاب نامزدها، نحوه رأی دادن و روشهای تصمیم گیری در شمارش 
  ریاست2000ثال، انتخابات سال  برای م (ملاحظات فرهنگی، اجتماعی، اقتصادی و سیاسی وابسته است

جمهوری ایالات متحده امریکا را در نظر بگیرید که در آن بوش برنده شد هر چند الگور اکثریت آراء را 
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  باستاناولین انتخابات شناخته شده به قرن ششم قبل از میلاد در یونان). ! به خود اختصاص داده بود
چنین ستمدار خود را انتخاب می کردند و در صورتی که  نالایق ترین سیا،برمی گردد که در آن مردم

از  به ده سال تبعید را دریافت می کرد) و در واقع اکثریت آرای منفی (  رأی 6000بیش از سیاستمداری 
  [7].گشتمحکوم می یونان 

 حالتی را در نظر این مقالهدر . وقتی فقط دو نامزد در یک انتخابات وجود دارد مشکلات کمتر است
رأی یعنی فقط یک بار از ( میگیریم که حداقل سه نامزد وجود دارد و رأی گیری یک مرحله ای است 

 .) خواسته می شود که در رأی گیری شرکت کننددهندگان
مرتب ) ب( یک نفر از میان نامزدها  فقطانتخاب) الف( :وجود داردرأی دادن ی برای شیوه های مختلف

مرتب کردن ) پ.) (هیچ دو نامزدی نباید اولویت یکسان داشته باشند(کردن نامزدها به ترتیب اولویت 
فقط انتخاب نامزدهای ) ت.) (نامزدها می توانند دارای اولویت یکسان باشند( نامزدها به ترتیب اولویت 

ارایه فهرستی از نامزدهایی که مورد نظر نیستند و ) ج(دادن رأی بلی یا خیر به هر نامزد ) ث(مورد نظر 
 امتیاز بین 100توزیع ) چ) (یا با بدون امکان تخصیص اولویتهای یکسان( دادن به بقیه ) رتبه(ویت اول

 [4]) . . .خ( امتیاز بین همۀ نامزدهای مورد نظر 100توزیع ) ح(همۀ نامزدها 
: وجود داردشیوه های رأی دادن بررسی انواع تحلیل انتخابات و از نظر ریاضی دلایل مختلفی برای 

ف آنچه در عمل اتفاق افتاده است و ارایه یک مدل ریاضی برای آن، مطالعۀ وضعیتهای دیگری که توصی
 دیگر رأی دادن، حل مشکلات سیستمهای مدلهایممکن بود اتفاق بیافتد و ارایه نتایج حاصل، طراحی 

 [10]. . . انتخاباتی موجود و 
 اَرو قضیه عدم امکان

 
 یک سیستم علاقمند گردید Kenneth Joseph Arrow  روَ ا اقتصاددانی به نام1950در دهه 

هر ) الف که در آنبه وجود آورد ) رأی دادن با تعیین اولویت نامزدها(دموکراتیک کامل برای انتخابات 
ای حاصل  از هر وضعیت ممکن، نتیجه)   ب،(non-imposition)نتیجه ممکنی بالقوه قابل حصول باشد 

حذف بعضی از نامزدها در ) د   ،برنده با رأی فقط یک نفر تعیین نشود)  ج ، (universality)شود 
 ،(independence of irrelevant alternatives)  اولویت داده شده به نامزدهای دیگر تأثیر نگذارد

اگر اولویت یک نامزد در یک برگۀ رأی ارتقا داده شود، فقط وضعیت همان نامزد در نتیجه رأی گیری ) ـه
و موسوم به  Arrow`s impossibilityای تحت عنوان  در قضیهاما وی  .(monotonicity)بد بهبود یا

 که  فاقد تناقض رأی دهنده هیچ مکانیسم2 نامزد و حداقل 3ثابت کرد که با حداقل   [1]اَروپارادوکس 
 1972سال   وی به خاطر تحقیقاتش در[5] !در پنج اصل موضوع عادلانه فوق صدق کند وجود ندارد

در واقع این قضیه مانع . شودن تعبیر ءاین قضیه سواز  ود تاتوجه نمباید  . نوبل در اقتصاد شدۀبرندۀ جایز
همچنین امکان یافتن سیستمهای . شود از مقایسه روشهای اخذ رأی و انتخاب بهترین آنها نمی

  .را رد نمی کندای که در اصول موضوع دیگری صادق باشند  عادلانه
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 !ابات کیست؟برنده انتخ
 

 A ،B ،C ،D نامزد  5 به شیوه مرتب کردن( رأی دهنده 55فرض کنید در جریان یک انتخابات با حضور 
 های رأی در قالب شش صورت زیر  برگه))بدون امکان تخصیص اولویتهای یکسان( به ترتیب اولویت Eو 
  :[6] به دست آمده باشد)در جدولی موسوم به جدول اولویتها (

 

  6نوع  5نوع  4نوع  3نوع  2نوع  1نوع  

 A B C D E E اولویت اول

 D E B C B C اولویت دوم

 E D E E D D اولویت سوم

 C C D B C B اولویت چهارم

 B A A A A A اولویت پنجم

  رأی2   رأی4  رأی9  رأی10  رأی12  رأی18 

 
 

 :[11]دارد کلاسیک برای انتخاب برنده وجود  الگوریتمپنج
های رأی به  را در ورقه)  اولاولویت(اول ی أ ر،تعداد دفعاتی که هر نامزد)  رأی اولروش بیشترین( ●

یعنی  ( آراء اکثریت " و نه لزوما،خود اختصاص داده است شمرده و نامزد با بیشترین تعداد رأی اول
فقط  که در آن شیوهبراساس این . شود به عنوان برنده انتخاب می ،)نصف رأی دهندگان به علاوه یک نفر
 .برنده است)  رأی اول18با  (A ،از سطر اول اطلاعات استفاده می شود

 
 

  6نوع  5نوع  4نوع  3نوع  2نوع  1نوع 

A B C D E E 

  رأی2   رأی4  رأی9  رأی10  رأی12  رأی18

 
 "ضمنا.  نیاورده است ولی برنده شده است حتی ثلث آراء اول را هم به دستA گرچه توجه کنید که

 . را به دست آورده باشنداول ممکن است دو نفر بیشترین رأی 
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 Approvalموسوم به )  میلادی بر می گردد13که سابقۀ آن به قرن ( نوع دیگری از رأی گیری  :تبصره

Voting  وجود دارد که در آن رأی دهندگان هر تعداد دلخواه از نامزدهای مورد نظر خود را انتخاب می
ه را به دست آورد) صرف نظر از اولویت (که بیشترین رأی معرفی می شود برنده کسی  سپسکنند و 

یک نامزد در تعداد کل ) یا اضافه کردن( فایدۀ این روش این است که بعد از رأی  گیری، حذف . باشد
از طرفی، بر خلاف روش بیشترین رأی اول که ممکن است رأی فردی به . رأی های دیگران تأثیر ندارد

 احتمال تأثیر ،چند نامزدانتخاب  با رأی دهندهیک نامزد به علت کم بودن رأی کل آن نامزد به هدر رود، 
همچنین احتمال وقوع مبارزات انتخاباتی منفی کاهش می . در نتیجۀ نهایی افزایش می دهدرا رأیش 
 [3].به نظر می رسدساده تر از روشهای دیگر رأی دادن این روش  اجرای "اضمن. یابد

را تأیید (*) فرض کنید در مثال ما، رأی دهندگان فقط دو سطر اول در جدول برای توضیح این روش 
 :د بودنپس برگه های رأی به صورت زیر خواه. کنند

 
  6نوع  5نوع  4نوع  3نوع  2نوع  1نوع 

A B C D E E 

D E B C B C 

  رأی2   رأی4  رأی9  رأی10  رأی12  رأی18

 
 .است برنده رأی 27با   Dبنابراین 

های رأی به خود اختصاص داده است،   رأی اول را در ورقه،تعداد دفعاتی که هر نامزد)  حذفیروش(  ●
 را کسب نکرد، به جز آراءاگر هیچ نامزدی اکثریت ده است ولی نبر  آراء نامزد با اکثریت شود، شمرده می

شوند و سپس با حذف صوری  بقیه بازنده اعلام میاند،  رأی اول را به دست آوردهدو نفر که بیشترین 
 اول به عنوان برنده ءآرا) و ضمناً اکثریت( درمورد دو نفر، فرد با بالاترین آراءبازندگان و شمارش مجدد 

شوند و در مرحله بعد  انتخاب می) رأی12با  (Bو ) رأی18با  (Aبر مبنای این روش ابتدا . شود اعلام می
B)  گرددبه عنوان برنده معرفی می)  رأی12+10+9+4+2=37با . 
 

A B     

  B  B  

      

   B  B 

B A A A A A 

  رأی2   رأی4  رأی9  رأی10  رأی12  رأی18
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 مرتفع می کند، "بیشترین رأی اول" این روش تا حدی معضل عدم کسب اکثریت آراء  را در روش

 . باشند رأی اول را به دست آوردهگرچه ممکن است بیش از دو نفر بیشترین 
های رأی به خود اختصاص داده   رأی اول را در ورقه،تعداد دفعاتی که هر نامزد) ای  حذف دنبالهروش( ●

 برنده است ولی اگر هیچ نامزدی اکثریت را کسب نکند، نامزد آراءنامزد با اکثریت . شود است، شمرده می
کنیم تا  قدر تکرار می این کار را آن. گردد  شمارش میآراءاره گردد و دوب با کمترین رأی اول حذف می

ون هیچ نامزدی اکثریت رأی اول را به چ ،بر این اساس. دست آورد   اول را بهءیکی از نامزدها اکثریت آرا
حذف ) رأی اول 16با  ( Bو بالآخره ) رأی اول 9با  (D، سپس ) رأی اول6با  (Eدست نیاورده است، ابتدا 

 .برنده است) رأی اول37با  (Cاینک . دشو می
 

A  C    

   C  C 

      

C C   C  

 A A A A A 

  رأی2   رأی4  رأی9  رأی10  رأی12  رأی18

 
برنده کسی است که در این . شوند نامزدها دو به دو مقایسه می) Condorcet ندرسهکُ روش( ●

 از E برنده است زیرا Eبا بکار بردن این روش، . دهدبقیۀ نامزدها را شکست ) و در کل(مسابقات دو نفره 
A ،B ،C و D در شکل زیر (.  دفعه فروتر است27 و 19، 22، 18 دفعه برتر و 28 و 36، 33، 37 به ترتیب
E   با  Aمقایسه شده است (. 

  

  6نوع  5نوع  4نوع  3نوع  2نوع  1نوع  

 A B C D E E اولویت اول

 D E B C B C اولویت دوم

 E D E E D D اولویت سوم

 C C D B C B اولویت چهارم

 B A A A A A اولویت پنجم

  رأی2   رأی4  رأی9  رأی10  رأی12  رأی18 
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از نام ) با اولویت کمتر(تر  در هر برگۀ رأی و به هر نامزد تعداد نامزدهایی که پایین) Borda  برداروش( ●

س برای هر نامزد، جمع کل اعداد نسبت داده شده موسوم به شود و سپ اند نسبت داده می وی درج شده
، Aوش، عدد برُدای ربر مبنای این .  نامزد با بیشترین عدد برُدا است،برنده. گردد عدد برُدا محاسبه می

B ،C ،D و E است و بنابراین  134 و  3.1+2.12+1.10+4.9+2.4+2.2=136، 107، 101، 72 به ترتیب
Dبرنده است . 
 

  6نوع  5نوع  4نوع  3نوع  2نوع  1نوع  

 A B C D E E اولویت اول

 D E B C B C اولویت دوم

 E D E E D D اولویت سوم

 C C D B C B اولویت چهارم

 B A A A A A اولویت پنجم

  رأی2   رأی4  رأی9  رأی10  رأی12  رأی18 

 
 ثابت .جدول اولویتها را به کار می بردروش بردا تنها روشی است که به طور همزمان تمام اطلاعات در 

 .مدتر هستندآ  از بقیه روشها در تعیین برنده کار Approving votingشده است که روش بردا و روش
ز هر نامزد را ا می توان با روشی موسوم به روش وزندار به اولویتها وزن داد و سپس جمع کل امتی:تبصره

 نامزد در انتخابات شرکت nع روش بردا روشی است که در آن اگردر واق. ه کار بردببرای تعیین برنده 
.  امتیاز داده می شود0و . . . ،    n-1، n-2به ترتیب . . . داشته باشند، به اولویتهای اول، دوم، سوم و 

 حالت خاصی از روش وزندار است که در آن به اولویت اول وزن یک و ،همچنین روش بیشترین رأی اول
 [12].ویتها وزن صفر داده می شودبه بقیه اول

به این ترتیب بر حسب این که چه روشی در انتخاب برنده به کار رود، همۀ نامزدها می توانند برنده 
 !محسوب گردند

 پارادوکسهای انتخاباتی
 

 رأی دهنده در یک رأی گیری شرکت کرده باشند و 100و تعداد  C  وA ،Bفرض کنید فقط سه نامزد 
 :ل اولویتها به صورت ذیل ظاهر شده باشندآراء، در جدو
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 3نوع  2نوع  1نوع  

 A B C اولویت اول

 B C A اولویت دوم

 C A B اولویت سوم

  رأی32  رأی33  رأی35 

 
 ،ندرسهکُدر حقیقت در این مثال، بنا به الگوریتم  .  می تواند با پارادوکسهایی روبرو شودکندرسهروش 
. برتر است و لذا هیچ برنده ای وجود نخواهد داشت   A ازC ،و نامزد  Cاز B ، نامزد B از  Aنامزد
 ! ، خاصیت تعدی نیز نداردرابطۀ برتریدر اینجا  "ضمنا

گاهی در انتخابات، تغییری کوچک در شرایط یک سیستم ممکن است منجر به تغییراتی عظیم گردد، 
روش حذفی و یا حذف ح فرض کنید برای توضی. [8]روبرو شویم )Theory Chaos(یعنی با آشوب 

 و سپس  حذف می شودC در این صورت ابتدا . فوق به کار ببریم را در مورد  جدول اولویتهای دنباله ای
A رأی اول در برابر67 با  B حال فرض کنید قبل از انتخابات،  .می گردد رأی اول برنده 33  باA نان چ

 را در اولویت اول در نظر داشتند رأی خود B  دهندگان که نطق انتخاباتی به عمل آورد که بعضی از رأی
 : جدول اولویتها به صورت زیر به دست آید"نسبت بدهند و نهایتا Aرا عوض کرده و اولویت اول را به 

 
 

 3نوع  2نوع  1نوع  

 A B C اولویت اول

 B C A اولویت دوم

 C A B اولویت سوم

  رأی32  رأی31  رأی37 

 
 با A در برابر  اول رأی63 با C  حذف می شود و سپس B ش حذفی و یا حذف دنباله ای ابتدا با رواینک 

بنابراین یک نطق انتخاباتی موفق توسط یک نامزد ممکن است باعث . برنده می شوداول  رأی 37
 !شکست وی شود

Donald G. Saari  ابت کرد که اگر ث به طور نظری و با روش ریاضی )ایرواین( از دانشگاه کالیفرنیا
اطلاعی از اولویتهای رأی دهندگان وجود داشته باشد آنگاه می توان الگوریتم انتخابات را طوری طراحی 
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، اگر  شیوۀ انتخاب چنین باشد که  بالادر مثال. [9]کرد که نتیجه ای از قبل تعیین شده به دست آید
با آخرین نامزد مقایسه شود، آنگاه به هرکس ابتدا بین دو نامزد، فرد با اکثریت آراء انتخاب و سپس وی 

وان برنده انتخابات وی را به عن) با در نظر گرفتن او به عنوان آخرین نامزد( علاقه مند باشیم می توانیم 
 ! معرفی کنیم

 رأی دهنده وجود داشته و جدول اولویتها به 100 و تعداد C  وA ،B فقط سه نامزد دفرض کنیاکنون 
 :صورت زیر باشد

 

 2نوع  1نوع  

اولویت 
 اول

A C 

اولویت 
 دوم

B B 

اولویت 
 سوم

C A 

  رأی50  رأی50 

 
در این البته  . است و لذا هیچ برنده ای وجود نداردC  وA ،B، عدد بردای هر سه نامزد  2در این صورت 

 ! دیگر نیز هیچ برنده ای نمی تواند معرفی گرددهایبا به کار بردن هر یک از روشوضعیت 
 

 :نتیجه گیری
 

متفاوت به دست ه های نتیجممکن است مختلف،  هایالگوریتم با اعمال  در رأی گیریها کهملاحظه شد
، شوندمحسوب  برندهمی توانند  ها هر یک از نامزدمی کنند،گرچه اوراق رأی تغییر ن به طوری که آید 

  محاسن و معایبی دارد،یگر هر روشاز طرف د . به کار برده شودآراءبسته به این که کدام روش محاسبه 
 .[2]ازند انتخاباتی روبرو س)پارادوکسهای(با معضلات ما را   ممکن استچنان که دیدیم،و 
 
 

از گروه ریاضی دانشگاه خواجه نصیرالدین طوسی به خاطر از جناب آقای دکتر حسن حقیقی  :قدردانی
 .زاری می گرددجلب توجه نویسنده به کاربرد ریاضیات در انتخابات سپاسگ
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